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Resumen 
Análisis del daño en problemas de impacto 
Autor: Oriol Colomés Gené 
Tutor: José Javier Muñoz Romero 
Tutor externo: José Luís Curiel Sosa 
En esta tesina se estudian distintos modelos de daño para problemas de impacto 
así como los métodos de resolución de estos mismos.  
El problema de impacto es uno de los casos que requiere un estudio minucioso 
para poder evaluar la máxima solicitación en ciertas aplicaciones, sobretodo en el caso 
de materiales compuestos. Para analizar este tipo de problemas se usan simulaciones 
numéricas obtenidas mediante el método de los elementos finitos (MEF). 
Para ello se requiere la definición de un modelo de daño que nos permita describir 
el comportamiento del material. En primer lugar, pues, se describen dos modelos de 
daño definidos para distintos materiales, uno para materiales isótropos y otro para 
materiales compuestos (ortótropos). Basándose en el modelo de daño isótropo, se 
define un modelo de daño simple, con el fin de observar el comportamiento de los 
distintos métodos de resolución propuestos con más facilidad. 
Uno de los objetivos de la tesina es verificar que el método de resolución de 
problemas dinámicos explícito puede causar errores debido a las inestabilidades a las 
que está condicionado. Este es el problema que aparece en el modelo de daño 
ortótropo para materiales compuestos. Dado que el método explícito es 
condicionalmente estable, los pasos de tiempo utilizados para analizar un problema 
dinámico deben ser muy pequeños. Esto implica que los test de impacto que se 
realizan se efectuan a pequeña velocidad y conllevan un coste computacional muy 
elevado. 
También se pretende mostrar que el método de resolución implícito es 
incondicionalmente estable y que, a pesar de que en principio sea más caro porque se 
trata de un método iterativo, puede ser más eficiente. Esto se explica porque los 
métodos explícitos deben usar un incremento de tiempo pequeño para evitar 
inestabilidades, en cambio, los métodos implícitos pueden usar un incremento de 
tiempo mayor dado que son incondicionalmente estables. 
Para verificar estas consideraciones se implementan los dos métodos de 
resolución en el problema de impacto para un modelo elástico lineal y para un modelo 
de daño isótropo. El primer caso nos sirve de comprobación del comportamiento de los 
distintos métodos. Al tratarse de un caso lineal, el método explícito da la solución 
correcta, con incrementos de tiempo suficientemente pequeños, y el método implícito 
solo necesita una iteración para llegar a la solución. El segundo caso nos permite ver 
las diferencias entre los dos métodos para el caso de un problema no lineal. Es 
importante destacar que para implementar un problema no lineal en un método de 
resolución implícito, lo primero que se debe hacer es linearizarlo. 
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Estos modelos de daño descritos tienen un inconveniente, y es que se trata de 
modelos locales. Es decir, dada una malla, se tiene en cuenta el daño en cada 
elemento a partir de los desplazamientos del mismo elemento. Esto hace que los 
modelos propuestos tengan una dependencia de la malla muy elevada. Para reducir 
esta dependencia se plantea un modelo de daño no local que tenga en cuenta los 
desplazamientos de un conjunto de elementos que interaccionan entre sí. De esta 
forma, cambiando el tamaño de los elementos, no cambiamos la distribución del daño 
en la estructura. 
El modelo de daño no local se implementa para una geometría sencilla en 2D, 
permitiendo evaluar la dependencia de la malla considerando distintas longitudes de 
interacción entre elementos y distintas mallas. 
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Abstract 
Análisis del daño en problemas de impacto 
Autor: Oriol Colomés Gené 
Tutor: José Javier Muñoz Romero 
Tutor externo: José Luís Curiel Sosa 
In this thesis we talk about different models of damage on impact problems and 
the resolution methods for these. 
The impact problem is one of the cases to be studied to assess the maximum 
solicitation in certain applications, especially in the case of composite materials. To 
analyze such problems numerical simulations are used through the finite element 
method (FEM). 
This requires the definition of a damage model that allows us to describe the 
behavior of the material. First, therefore, we describe two damage models defined for 
different materials, one for isotropic materials and one for composites (orthotropic). 
Based on the isotropic damage model, we define a simple damage model, in order to 
observe the behavior of the proposed resolution methods easier. 
One of the objectives of the thesis is to verify that the explicit solving method for 
dynamic problems may cause errors due to instabilities to which is conditioned. This is 
the problem that appears in the orthotropic damage model for composites. Since the 
explicit method is conditionally stable, time steps used to analyze a dynamic problem 
must be very small. This implies that the impact tests are performed with a low speed 
and very high computational cost. 
It is also intended to show that the implicit solving method is unconditionally stable 
and, although initially more expensive because it is an iterative method, may be more 
efficient. This is because explicit methods must use a small time step to avoid 
instabilities, in contrast, implicit methods can use a larger time step since they are 
unconditionally stable. 
To verify these considerations the two methods are implemented for solving the 
impact problem on a linear elastic model and for an isotropic damage model. The first 
case allows to check the behavior of the methods. Being a linear case, the explicit 
method gives the correct solution, with sufficiently small time steps, and the implicit 
method only needs one iteration to reach the solution. The second case allows us to 
see the differences between the two methods for a nonlinear problem. Importantly, to 
implement a nonlinear problem in an implicit solution method, the first thing to do is to 
linearize the problem. 
Another problem with proposed damage models is that they are local models. Ie, 
given a mesh, the damage for each element is calculated taking into account the 
displacements of the same element. This makes that the proposed models have a very 
strong dependency on the mesh. To reduce this dependency we propose a non-local 
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damage model that takes into account the displacements of a set of elements which 
interact with each other. Thus, changing the size of the elements do not change the 
distribution of the damage in the structure. 
The nonlocal damage model is implemented for a simple geometry in 2D, 
evaluating the dependence of the mesh considering different lengths of interaction 
between elements and different meshes. 
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Cap´ıtulo 1
INTRODUCCIO´N
1
2 CAPI´TULO 1. INTRODUCCIO´N
1. Motivacio´n
La utilizacio´n de materiales compuestos ha ido aumentando durante los u´ltimos an˜os, como
respuesta a la creciente demanda de estructuras cada vez ma´s ligeras y con mayor resistencia.
Especialmente en la industria aerona´utica, pero cada vez ma´s en el campo de ingenier´ıa civil, estos
materiales sustituyen al metal, un material que histo´ricamente ha sido utilizado en dichos campos.
Figura 1.1: Distintas estructuras y aparatos que utillizan los materiales compuestos como material
principal
En el pasado se despreciaba el uso de materiales compuestos debido a su elevado coste y al
desconocimiento de su comportamiento. El avance tecnolo´gico y la mejora en el conocimiento de
estos materiales ha hecho que su uso sea cada vez mayor.
El aumento de su uso hace que sea ma´s necesaria la utilizacio´n de herramientas como el Me´todo
de los Elementos Finitos, para el disen˜o y concepcio´n de estructuras con materiales compuestos,
permitiendo optimizar su rendimiento y seguridad.
En la mayor´ıa de aplicaciones de estos materiales, el impacto es el caso que determina la mayor
solicitacio´n. Por este motivo, a lo largo de la u´ltima de´cada, se han ido describiendo modelos de
impacto para simulaciones nume´ricas que permiten establecer el comportamiento de este material
en el caso de impacto.
La implementacio´n de estos modelos se hace con programas comerciales como ABAQUS [1],
utilizado en el documento [2], o LS-DYNA [3], utilizado en [4] [5]. Estos programas comerciales
tienen incorporadas las rutinas a seguir en el caso de impacto sobre materiales compuestos, las
cuales utilizan me´todos de resolucio´n expl´ıcitos. La implementacio´n de los modelos propuestos
con las rutinas establecidas con me´todos de resolucio´n expl´ıcitos, plantea ciertas cuestiones que se
deber´ıan considerar.
Teniendo en cuenta que los me´todos de resolucio´n expl´ıcitos se ven afectados por inestabili-
dades que dependen directamente de la discretizacio´n temporal, ¿Debemos fiarnos de los resultados
obtenidos? Si es as´ı, ¿Que´ coste computacional estamos dispuestos a aceptar para obtener unos
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resultados correctos?
Para resolver estas cuestiones, en la presente tesina se plantea la utilizacio´n de me´todos de
resolucio´n impl´ıcitos. Estos me´todos de resolucio´n son, en principio, ma´s caros porque incorporan
iteraciones en los pasos de tiempo, pero pueden resultar ma´s eficaces porque no sufren inestabili-
dades. De esta forma se podr´ıa llegar a reducir el coste computacional necesario para obtener un
resultado correcto.
Por otro lado, los modelos de impacto planteados para la simulacio´n nume´rica, ya sea para
materiales compuestos como en [4] [5] [6] o para otros materiales como en [7] [8], incorporan
un modelo de dan˜o local. Este tipo de modelo tiene en cuenta el dan˜o en un u´nico elemento
del conjunto, creando una clara dependencia de la malla utilizada para el ca´lculo. El hecho de
tener modelos de dan˜o local hace que las mallas planteadas para la simulacio´n deban ser muy
finas. Si disminuimos el taman˜o de los elementos, tenemos dos problema´ticas asociadas. En primer
lugar, un aumento del coste computacional debido a que las matrices sera´n ma´s grandes. En
segundo lugar, teniendo en cuenta que el tiempo cr´ıtico del me´todo expl´ıcito es directamente
proporcional al taman˜o del elemento, tendremos un aumento adicional del coste computacional ya
que el incremento de tiempo en cada paso se reducira´, aumentando a su vez el nu´mero de pasos
necesarios para describir un intervalo de tiempo dado.
Para solventar los problemas asociados a la formulacio´n local de los modelos de dan˜o, en esta
tesina tambie´n se plantea la utilizacio´n de un modelo de dan˜o no local simple con el fin de reducir
la dependencia de la malla.
2. Objetivos
Tal como se deduce de la motivacio´n, el objetivo principal de esta tesina es la comparacio´n de dos
me´todos de resolucio´n en problemas de impacto, el expl´ıcito y el impl´ıcito. Se quiere mostrar que el
me´todo de resolucio´n expl´ıcito puede llevar a errores porque es condicionalmente estable, mientras
que el impl´ıcito da la solucio´n correcta de forma incondicional. Si estas premisas se cumplen,
podr´ıamos llegar a la conclusio´n que el me´todo impl´ıcito puede ser ma´s barato computacionalmente
que el expl´ıcito.
Por otro lado se pretende implementar un modelo de dan˜o no local que reduzca la dependencia
de la malla en la simulacio´n de geometr´ıas con ma´s de un elemento. Este modelo puede hacer
disminuir, a su vez, el coste computacional de los ca´lculos.
Para ello sera´ necesaria la realizacio´n de diversas tareas que nos permitan alcanzar el objetivo
final. Estas tareas se describen en los puntos siguientes.
Implementacio´n de los me´todos de resolucio´n impl´ıcitos en el programa de ca´lculo.
Comprobacio´n de resultados para el caso ela´stico lineal.
Definicio´n de un modelo de dan˜o iso´tropo.
Comparacio´n de resultados para el modelo de dan˜o iso´tropo.
Definicio´n de un modelo de dan˜o no local iso´tropo.
Comparacio´n de resultados para el modelo de dan˜o no local iso´tropo.
3. Metodolog´ıa seguida
El contenido de la tesina se puede dividir en una parte de obtencio´n de las ecuaciones y justi-
ficacio´n teo´rica de los procedimientos y otra parte referente a los resultados. No obstante, entre la
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obtencio´n de ecuaciones y razonamiento teo´rico y la obtencio´n del resultado, hay una fase tan im-
portante como estas dos que no se ve reflejada en el documento. Esta fase es la de la implementacio´n
y programacio´n de las rutinas en el programa de ca´lculo.
En primer lugar, para poder obtener una descripcio´n teo´rica de los modelos de dan˜o y de
los me´todos de resolucio´n, necesitamos recoger informacio´n de las formulaciones existentes. Esta
informacio´n se muestra resumida en los primeros apartados del Cap´ıtulo 2. A parte de los art´ıculos
resumidos en este apartado, tambie´n se han consultado otras fuentes de informacio´n, todas ellas
referenciadas en la bibliograf´ıa.
Obtenida y analizada la informacio´n necesaria, se propone un modelo de dan˜o iso´tropo (Cap´ıtulo
2). Este modelo de dan˜o permitira´ evaluar el comportamiento de los me´todos de resolucio´n para
un problema no lineal. Para poder implementarlo a posteriori se lineariza el problema, obteniendo
la matriz de rigidez tangente.
Al ser un modelo de dan˜o local, los resultados de la implementacio´n de este modelo de dan˜o en
una geometr´ıa con una malla multielemental tendra´n una fuerte dependencia de la malla utilizada.
Para reducir esta dependencia se plantea un modelo de dan˜o no local simple (Cap´ıtulo 2).
Con el fin de poder implementar los modelos de dan˜o y los me´todos de resolucio´n al programa
de ca´lculo, se debe definir la formulacio´n nume´rica que se va a seguir. Esto se hace en el Cap´ıtulo
3 de integracio´n nume´rica.
Una vez definida la formulacio´n nume´rica para los distintos modelos que se van a utilizar en el
ca´lculo, deben implementarse en un programa de ca´lculo. En esta tesina se ha utilizado MATLAB
[9]. Para la implementacio´n de los distintos me´todos de resolucio´n y modelos de dan˜o han sido de
gran ayuda las referencias [10] [11].
Con la teor´ıa implementada solo queda la obtencio´n de resultados para los distintos casos
planteados. Esto se hace en el Cap´ıtulo 4. Para distinguir los distintos objetivos planteados en el
apartado anterior, este cap´ıtulo se divide en un primer apartado de planteamiento del problema a
resolver, y otros tres con los resultados de los tres casos planteados. As´ı, tenemos en primer lugar
una comprobacio´n con el caso ela´stico lineal, seguida de la comparacio´n de resultados para el caso
de dan˜o local iso´tropo y finalmente los resultados obtenidos con la implementacio´n de un modelo
de dan˜o no local.
Para finalizar, en el Cap´ıtulo 5 se extraen las conclusiones finales de la tesina y se sugieren los
trabajos futuros que se deber´ıan realizar.
4. Formulacio´n del problema
El problema al que nos enfrentamos en esta tesina es el del ana´lisis del dan˜o en casos de
impacto. Este problema, de entrada, presenta ciertas complejidades. Una de ellas es el estudio de
un caso dina´mico. El problema de impacto resulta ser un problema donde tenemos una fuerza
aplicada durante un cierto tiempo y luego dejamos la estructura libre, de forma que evoluciona de
una cierta forma a lo largo del tiempo. Dado que tenemos un movimiento a lo largo del tiempo,
decimos que se trata de un problema dina´mico.
Por otro lado tenemos la complejidad del dan˜o en la estructura. El dan˜o se trata mediante los
distintos modelos que se presentara´n en los pro´ximos cap´ıtulos.
Para plantear el problema de forma simple se define el caso ela´stico lineal, el cual no tiene en
cuenta ningu´n tipo de dan˜o y supone que los desplazamientos son muy pequen˜os.
Con el fin de introducir el problema, a continuacio´n se describe el me´todo de los elementos
finitos de forma general. Este me´todo nos permite solucionar problemas en los que intervienen
ecuaciones con derivadas parciales, que es nuestro caso. Tambie´n se introduce el planteamiento del
problema ela´stico lineal que nos servira´ de base para la obtencio´n de la ecuacio´n de equilibrio en
los modelos de dan˜o.
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4.1. Introduccio´n al me´todo de los elementos finitos
El me´todo de los elementos finitos es un me´todo nume´rico general usado para la aproximacio´n de
soluciones de ecuaciones diferenciales parciales, muy utilizado en diversos problemas de ingenier´ıa
y f´ısica.
El MEF esta´ pensado para ser usado en computadoras y permite resolver ecuaciones diferen-
ciales asociadas a un problema f´ısico sobre geometr´ıas complicadas. El MEF se usa en el disen˜o
y mejora de productos y aplicaciones industriales, as´ı como en la simulacio´n de sistemas f´ısicos y
biolo´gicos complejos. La variedad de problemas a los que puede aplicarse ha crecido enormemente,
siendo el requisito ba´sico que las ecuaciones constitutivas y ecuaciones de evolucio´n temporal del
problema a considerar sean conocidas de antemano.
En este apartado se va a presentar una introduccio´n general a este me´todo extra´ıda del libro
escrito por Eugenio On˜ate “Ca´lculo de Estructuras por el Me´todo de Elementos Finitos” [12]. En
concreto nos centraremos en el cap´ıtulo referente a la particularizacio´n para los so´lidos tridimen-
sionales.
En primer lugar se presenta un resumen de los conceptos de la teor´ıa de la elasticidad tridimen-
sional que se deben tener en cuenta para el ana´lisis realizado por el me´todo de los elementos finitos.
Definidos los conceptos ba´sicos, se detalla la obtencio´n de la formulacio´n matricial. Finalmente se
presentan las funciones de forma utilizadas para el elemento hexae´drico de ocho nodos.
4.1.1. Definicio´n de los campos a analizar
Campo de desplazamientos
En primer lugar se define el campo de desplazamientos. Este campo se puede definir segu´n sus
tres componentes de la forma:
u(x, y, z) =
 u(x, y, z)v(x, y, z)
w(x, y, z)
 (1.1)
Siendo u(x, y, z), v(x, y, z) y w(x, y, z) los desplazamientos en las tres direcciones segu´n los ejes
cartesianos x, y i z, respectivamente.
Campo de deformaciones
A partir del campo de desplazamientos, se pueden extraer las deformaciones segu´n la teor´ıa
general de la elasticidad. As´ı se obtienen las siguientes expresiones.
x =
∂u
∂x
y =
∂v
∂y
z =
∂w
∂z
γxy =
∂u
∂y +
∂v
∂x
γxz =
∂u
∂z +
∂w
∂x
γyz =
∂v
∂z +
∂w
∂y
(1.2)
Siendo x, y, z las deformaciones normales y γxy, γxz, γyz las deformaciones tangenciales.
Con las expresiones anteriores se puede componer el vector de deformaciones como:
 = [x, y, z, γxy, γxz, γyz]
T
(1.3)
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Campo de tensiones
Para el caso tridimensional, el vector de tensiones toma la siguiente forma:
σ = [σx, σy, σz, τxy, τxz, τxy]
T
(1.4)
Con σx, σy, σz las tensiones normales y τxy, τxz, τxy las tensiones tangenciales.
Relacio´n tensio´n - deformacio´n
A partir de las expresiones encontradas hasta el momento, se puede hacer uso de la ecuacio´n
constitutiva del material para encontrar la relacio´n entre las tensiones i las deformaciones del so´lido.
Como en el estudio de la presente tesina no se considera la presencia de tensiones o deformaciones
iniciales, ni de deformaciones debidas a feno´menos te´rmicos, la ecuacio´n constitutiva del so´lido
quedara´ de la siguiente forma:
σ = D (1.5)
Con
D =

d11 d12 d13 0 0 0
d21 d22 d23 0 0 0
d31 d32 d33 0 0 0
0 0 0 d44 0 0
0 0 0 0 d55 0
0 0 0 0 0 d66
 (1.6)
Donde los para´metros dij de la matriz D
1 dependen del modelo utilizado para la descripcio´n
del comportamiento del material.
4.1.2. Forma de´bil del problema
Partiendo de la ecuacio´n de equilibrio que rige el problema con sus condiciones de contorno,
se aplica el procedimiento de los residuos ponderados e integracio´n por partes. De esta forma
obtenemos la forma de´bil del problema.
Hace falta destacar que la forma de´bil obtenida para el problema del so´lido ela´stico coincide
con la expresio´n del Principio del Trabajo virtual.
∫
Ω
δTσdΩ =
∫
Ω
δuT bdΩ +
∫
Γ
δuT tdΓ +
∑
i δu
T
i Pi
u = uD en ΓD
(1.7)
Una vez obtenida la forma de´bil del problema se discretiza el campo de desplazamientos con
las funciones de forma.
u(x, y, z) ≈ uh(x, y, z) =
nnodes∑
i=1
Ni(x, y, z)ui + Ψ(x, y, z) (1.8)
Sustituyendo las aproximaciones a la forma de´bil del problema y operando se obtiene un sistema
lineal de ecuaciones, que toma la forma siguiente.
Ka− f = q (1.9)
1En el cuerpo de la tesina el tensor constitutivo D se define mediante la nomenclatura C.
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Donde,
K(e) =
∫
Ω(e)
BTDBdΩ ; Bi =

dNi
dx 0 0
0 dNidy 0
0 0 dNidz
dNi
dy
dNi
dx 0
dNi
dz 0
dNi
dx
0 dNidz
dNi
dy

a
(e)
i = ui
f (e) =
∫
Ω(e)
NT bdΩ +
∫
Γ
(e)
N
NT tNdΓ
∑
e
q
(e)
i = Pj
4.2. Elasticidad lineal
Tal como se desprende de [13] y [14], la elasticidad lineal se basa en una serie de hipo´tesis que
nos permiten simplificar el problema al que nos enfrentamos. Estas hipo´tesis son:
- Deformaciones infinitesimales. Esto implica que los desplazamientos en el cuerpo y sus gra-
dientes son pequen˜os.
- Existencia de un estado neutro. Se admite que existe un estado neutro en el cual las tensiones
y deformaciones son nulas.
- Proceso de deformacio´n isote´rmico y adiaba´tico. Un proceso isote´rmico es aquel que se realiza
a temperatura constante, un proceso adiaba´tico es aquel que se produce sin generacio´n de calor en
todo punto y instante de tiempo.
4.2.1. Ecuacio´n constitutiva ela´stica lineal
En la teor´ıa d’elasticidad se supone una proporcionalidad entre el campo de tensiones y el de
deformaciones. Se supone una linearidad entre componentes del los dos tensores, nombrada Ley de
Hooke generalizada.
σ(x, t) = C : (x, t) (1.10)
Donde C es el tensor de constantes ela´sticas del problema.
4.2.2. Ecuacio´n de equilibrio
Definida la relacio´n entre tensiones y deformaciones para el caso lineal se plantea la obtencio´n
de la ecuacio´n de equilibrio que sera´ utilizada para la resolucio´n del problema.
Si nos fijamos en la energ´ıa interna para el caso lineal, introduciendo la discretizacio´n propia
del me´todo de los elementos finitos, se puede definir como:
U =
∫
Ω
1
2
σ : dΩ =
∫
Ω
1
2
 : C : dΩ =
∫
Ω
1
2
uTBTCBudΩ (1.11)
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Como nos interesa la forma de´bil del problema, encontramos la energ´ıa equivalente a un trabajo
virtual de la siguiente forma.
δU :=
∂
∂ε
U(u+ εδu)
∣∣∣∣
ε=0
(1.12)
δU =
∂
∂ε
∫
Ω
1
2
(u+ εδu)TBTCdB(u+ εδu)dΩ
∣∣∣∣
ε=0
=
=
1
2
∫
Ω
[
δuBTCdB(u+ εδu) + (u+ εδu)
TBTCdBδu
]
dΩ =
=
∫
Ω
BTCBu · δudΩ = Ku · δu (1.13)
Siendo
K =
∫
Ω
BTCBdΩ (1.14)
Entonces se puede establecer el equilibrio entre los trabajos virtuales que actu´an sobre el cuerpo
de la forma que se muestra a continuacio´n.
δWdin + δWe = δFext (1.15)
Donde,
δWdin = fdin · δu (1.16)
δWe = δU = fint · δu (1.17)
δFext = fext · δu (1.18)
Si operamos, se establece la ecuacio´n de equilibrio definitiva.
Ma+Ku = fext (1.19)
Con M la matriz de masa del cuerpo y a su aceleracio´n.
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1. Modelos de dan˜o continuo basados en deformaciones.
Formulacio´n
El articulo [7] redactado por J. C. Simo trata sobre modelos de dan˜o para materiales elasto-
pla´sticos usando variables termodina´micas irreversibles y variables de estado internas para desar-
rollar dos alternativas de formulacio´n. Una de ellas esta´ basada en la formulacio´n sobre el espacio
de deformaciones, caracterizando el dan˜o mediante el concepto de tensio´n efectiva. Por el otro lado
tenemos la formulacio´n en el espacio de tensiones, caracterizando el dan˜o a partir del concepto de
deformacio´n efectiva.
dado que el estudio de esta tesina se basa en la formulacio´n en el espacio de deformaciones, nos
centramos en las partes del art´ıculo que a ello se refieren.
En primer lugar se definen las siguientes tres caracter´ısticas ba´sicas para la formulacio´n sobre
el espacio de deformaciones:
a) Para rotura du´ctil, el concepto de deformacio´n equivalente, usualmente definido mediante el
invariante J2
1 del tensor de deformaciones, se redefine como el modelo de energ´ıa (sin dan˜o)
del tensor de deformaciones. Para rotura fra´gil, se considera el modelo de energ´ıa asociado
con la parte positiva del tensor de deformaciones.
b) El dan˜o es introducido en el modelo a trave´s del concepto de tensio´n efectiva y la hipo´tesis de
equivalencia de deformaciones.
c) La respuesta pla´stica del material se formula en el espacio de tensiones efectivas mediante una
separacio´n aditiva del tensor de tensiones.
1.1. Conceptos ba´sicos
Tensio´n efectiva y hipo´tesis de deformacio´n equivalente
Una forma para tener en cuenta el crecimiento de las micro fracturas que se producen en el
material cuando se degradan sus propiedades, es introducir una variable interna de dan˜o. Se toma
un tensor Md, de cuarto orden, que caracteriza el estado de dan˜o del material y transforma el
tensor homogeneizado de tensiones σ a un tensor de tensiones efectivas σˆ:
σˆ := Md
−1 : σ (2.1)
En el caso isotro´pico, el comportamiento meca´nico de las micro fracturas es independiente de
su orientacio´n y so´lo depende de una variable escalar d. De esta forma, se puede reducir el tensor
Md a (1− d)I, donde I es el tensor identidad de rango cuatro. Con esta simplificacio´n la ecuacio´n
2.1 queda de la siguiente forma:
σˆ(t) :=
σ(t)
1− d(t) (2.2)
Donde d(t) ∈ [0, dc] para t ∈ R+, es el para´metro de dan˜o, σ(t) es el tensor de tensiones de
Cauchy, y σˆ(t) es el tensor de tensiones efectivas, ambos a tiempo t. El valor d = dc define la
ruptura local completa.
Por otro lado se introduce la hipo´tesis de equivalencia de deformaciones con la definicio´n:
1Se define el invariante del tensor de tensiones J2 tal como se propone en [14].
J2 =
1
2
[
(tr())2 − tr()2
]
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“la deformacio´n asociada a un estado de dan˜o causado por una tensio´n aplicada es equivalente
a la deformacio´n asociada con su estado intacto causado por la tensio´n efectiva”.
De forma ana´loga, trabajando en el espacio de tensiones, se obtiene el concepto de deformacio´n
efectiva e hipo´tesis de equivalencia de tensiones. Pero como se ha mencionado anteriormente nos
centramos en la formulacio´n sobre el espacio de deformaciones.
1.2. Modelo de dan˜o iso´tropo basado en deformaciones
Base termodina´mica: separacio´n de la tensio´n
Para introducir los procesos de dan˜o y deformacio´n pla´stica, se considera un potencial de energ´ıa
libre de la siguiente forma:
Ψ(,σp, q, d) := (1− d)Ψ0()−  : σp + Ξ(q,σp) (2.3)
En esta ecuacio´n nos aparece el te´rmino q que son las variables internas (pla´sticas). El te´rmino
σp es el tensor de tensiones pla´sticas. Tambie´n aparece un potencial pla´stico (Ξ(q,σp)). Ψ0( es
la funcio´n de energ´ıa ela´stica inicial de material no dan˜ado.
Centra´ndonos en la teor´ıa de la meca´nica pura, la inigualdad de Clausius-Duhem coge la forma:
−Ψ˙ + σ : ˙ ≥ 0 (2.4)
Operando con las ecuaciones (2.3) y (2.4) y asumiendo que tanto la ruptura como la descarga
pla´stica son procesos ela´sticos, se obtiene:
σ =
∂Ψ
∂
= (1− d)∂Ψ
0
∂
− σp (2.5)
Y las inigualdades disipativas:
Ψ0()d˙ ≥ 0 (2.6)
−∂Ξ
∂q
: q˙ −
(
∂Ξ
∂σp
)
: σ˙p ≥ 0 (2.7)
Nota 1.2.1 El potencial Ξ esta´ relacionado con la disipacio´n pla´stica. Cabe tener en cuenta que
se asume Ξ independiente de la variable de dan˜o d. Teniendo en cuenta estas ideas, a partir de la
ecuacio´n (2.3) se deduce:
−Y := −∂Ψ(,σ
p, q, d)
∂d
= Ψ0() (2.8)
Donde vemos que la energ´ıa de deformacio´n ela´stica inicial Ψ0 se corresponde con la fuerza
temodina´mica −Y .
Caracterizacio´n del dan˜o basada en las deformaciones. Coeficiente de dan˜o ela´stico
Se caracteriza la degradacio´n progresiva de las propiedades meca´nicas debidas al dan˜o de la
estructura mediante un mecanismo isotro´pico de dan˜o. Con este fin, se usa el concepto de defor-
macio´n equivalente τ¯ . Se propone definir τ¯ como el modelo de energ´ıa (sin dan˜o) del tensor de
deformaciones. De esta forma, se define:
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τ¯ :=
√
(2Ψ0()) (2.9)
Seguidamente se caracteriza el estado de dan˜o en el material mediante un criterio de dan˜o
g(τ¯t, rt) ≤ 0, formulado en el espacio de deformaciones, con la siguiente forma:
g(τ¯t, rt) := τ¯t − rt ≤ 0, t ∈ R+ (2.10)
Para el caso isotro´pico, se define la evolucio´n de la variable de dan˜o d con la ecuacio´n:
d˙t = µ˙H(τ¯t, dt)
r˙ = µ˙ (2.11)
Donde µ˙ es el para´metro de consistencia de dan˜o que define las condiciones de carga / descarga
del dan˜o de acuerdo con las relaciones de kuhn-Tucker:
µ˙ ≥ 0 (2.12)
g(τ¯t, rt) ≤ 0 (2.13)
µ˙g(τ¯t, rt) = 0 (2.14)
A partir de estas condiciones se pueden sacar dos conclusiones muy claras para entender el
comportamiento del modelo.
1. Si g(τ¯t, rt) < 0, el criterio de dan˜o no se satisface y por la condicio´n (2.14) µ˙ = 0. Este hecho
significa que por la regla de dan˜o expuesta en (2.11), la evolucio´n de la variable de dan˜o es
nula d˙ = 0. Entonces el dan˜o en el material no aumenta.
2. Por otro lado, si µ˙ > 0, cuando el dan˜o en el material aumenta (carga), la condicio´n (2.14)
nos dice que g(τ¯t, rt) = 0, por lo tanto, que se satisface el criterio de dan˜o. En este caso, el
valor de µ˙ viene determinado por la condicio´n de consistencia del dan˜o:
g(τ¯t, rt) = g˙(τ¯t, rt) = 0⇒ µ˙ = ˙¯τt (2.15)
Es por este motivo que rt puede expresarse como:
rt = ma´x
{
r0, ma´x
s∈(−∞,t]
τ¯s
}
(2.16)
Mo´dulo tangente de dan˜o ela´stico
A partir de las expresiones expuestas arriba, queda definido el modelo de dan˜o en la parte de
deformacio´n ela´stica del material. Para terminar de caracterizar el comportamiento del material
en su dominio ela´stico, el art´ıculo expone la formulacio´n para la obtencio´n del modulo tangente en
la parte ela´stica.
En ausencia de deformacio´n pla´stica del material, σ˙p ≡ 0. A partir de la derivacio´n respecto del
tiempo en la ecuacio´n (2.5), teniendo en cuenta la ley de dan˜o (2.11) y la condicio´n de consistencia
del dan˜o (2.15) se obtiene:
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σ˙(, d) = (1− d)∂
2Ψ0()
∂2
: ˙−H(τ¯ , d) ˙¯τσ0 (2.17)
Para simplificar la notacio´n se define σ0 := ∂Ψ
0()
∂ que se refiere a la tensio´n ela´stica inicial.
Cogiendo la derivada temporal de la ecuacio´n (2.9) y sustituyendo en la ecuacio´n (2.17) se da
el valor del modulo tangente de dan˜o ela´stico:
C(, d) :=
[
(1− d)∂
2Ψ0()
∂2
− H
τ¯
σ0 ⊗ σ0
]
(2.18)
Se puede observar que C(, d) es un tensor de cuarto orden sime´trico. Cabe destacar que se
asume el modulo inicial (sin dan˜o) C0 := ∂
2Ψ0()
∂2 como constante.
Caracterizacio´n de la respuesta pla´stica. Mo´dulo tangente
Teniendo en cuenta el concepto de tensio´n efectiva, la caracterizacio´n de la respuesta pla´stica
se tiene que formular en el espacio de tensiones efectivas en te´rminos de tensiones efectivas σˆ y
σˆp. As´ı pues, en la formulacio´n reemplazamos el tensor homogeneizado de Cauchy σ por el tensor
de tensiones efectivas σˆ, de esta forma el dominio de dan˜o ela´stico se define como f(σˆ, q) ≤ 0.
La respuesta pla´stica se caracteriza en el espacio de deformaciones con las siguientes ecuaciones
constitutivas:
˙ˆσp = λ˙
∂f
∂
(
∂Ψ0()
∂
− σˆp, q
)
(2.19)
q˙ = λ˙h
(
∂Ψ0()
∂
− σˆp, q
)
(2.20)
f
(
∂Ψ0()
∂
− σˆp, q
)
≤ 0 (2.21)
Donde ˙ˆσp es el tensor de tensiones efectivas que se refiere a la relajacio´n pla´stica. λ˙ es el
para´metro de consistencia pla´stica y h se refiere a la ley de endurecimiento.
Las condiciones de carga y descarga son las siguientes:
f
(
∂Ψ0()
∂
− σˆp, q
)
≤ 0 (2.22)
λ˙ ≥ 0 (2.23)
λ˙f
(
∂Ψ0()
∂
− σˆp, q
)
= 0 (2.24)
Igual que en el caso ela´stico podemos sacar dos conclusiones:
1. Si f < 0 entonces λ˙ = 0 y el proceso es de dan˜o ela´stico.
2. Por otro lado, para carga, λ˙ > 0 y f = 0. Este es el caso de la condicio´n de consistencia
pla´stica, obteniendo la siguiente ecuacio´n:
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∂f
∂σˆ
: ˙ˆσp +
∂f
∂q
· q˙ (2.25)
A partir de la ecuacio´n (2.5) obtenemos la expresio´n:
˙ˆσ =
∂2Ψ0()
∂2
: ˙− ˙ˆσp = ∂
2Ψ0()
∂2
:
(
˙− λ˙ ∂f
∂σˆ
)
(2.26)
Operando con las ecuaciones (2.25) y (2.26) junto con ˙ˆσ = Cˆep : ˙ obtenemos el valor del
mo´dulo tangente elastopla´stico efectivo, dado por:
Cˆep =
∂2Ψ0()
∂2
−
[
∂2Ψ0()
∂2 :
∂f
∂σˆ
]
⊗
[
∂2Ψ0()
∂2 :
∂f
∂σˆ
]
∂f
∂σˆ :
∂2Ψ0()
∂2 :
∂f
∂σˆ − ∂f∂q · h
(2.27)
Y el mo´dulo tangente elastopla´stico viene dado por:
Cep = (1− d)Cˆep − H
τ¯
[
σˆ ⊗ σ0] (2.28)
Observamos que Cep es un tensor no sime´trico.
2. Modelo de dan˜o direccional para composites
El modelo de dan˜o iso´tropo definido en el apartado 1.2, sobre el que se basa la posterior
formulacio´n del modelo de dan˜o iso´tropo (definido en el apartado 3), no es va´lido para materiales
que presentan una clara constitucio´n orto´tropa como es el caso de los materiales compuestos.
Como el objetivo a largo plazo del trabajo es la implementacio´n de me´todos de resolucio´n
impl´ıcitos para la simulacio´n de este tipo de materiales, se introduce este modelo de dan˜o para
tener en mente su definicio´n para una posterior aplicacio´n al caso impl´ıcito. Hay que tener presente
que la rutina base sobre la que se ha trabajado para la implementacio´n del dan˜o iso´tropo, era la
que conten´ıa este modelo implementado con el me´todo de resolucio´n expl´ıcito.
El modelo de dan˜o aniso´tropo se caracteriza principalmente por tener distintas variables de
dan˜o segu´n las direcciones y tipolog´ıas de dan˜o producido en el material. Otra variacio´n respecto
al dan˜o iso´tropo es la evolucio´n del dan˜o. Pues en el modelo aniso´tropo se define un criterio de
dan˜o para la deteccio´n del mismo y otro para su evolucio´n.
Por otro lado, teniendo en cuenta que no esta´ implementado para la resolucio´n mediante me´to-
dos expl´ıcitos porque no incumbe al objetivo principal de la tesina, no se deduce la matriz de
rigidez tangente.
De todas formas, en el apartado de implementacio´n de los distintos casos se da un pequen˜o
resumen de la implementacio´n de este modelo para el me´todo de resolucio´n expl´ıcito.
Esta formulacio´n esta´ basada en la formulacio´n dada por J.L. Curiel, en su art´ıculo [6]. Tambie´n
se han tenido en cuenta los otros art´ıculos, libros y referencias mencionadas en la bibliograf´ıa [7]
[13] [15].
El modelo de dan˜o que se trata en este documento, es un modelo en 3D para composites. Las
particularidades de este material hacen que la formulacio´n tenga relacio´n con la parte anisotro´pica
de la formulacio´n descrita por J.C. Simo. Por otro lado, este modelo se basa en la ley de deforma-
ciones para obtener la caracterizacio´n del dan˜o en la estructura.
En primer lugar se dan unos conceptos ba´sicos que se tendra´n en cuenta para realizar la
formulacio´n del modelo de dan˜o. En estos conceptos ba´sicos se incluye el concepto de tensio´n
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efectiva y la hipo´tesis de deformacio´n equivalente, que nos permiten obtener una descripcio´n del
comportamiento del material una vez ha empezado la rotura. A partir de estos conceptos se dan las
bases termodina´micas que permiten describir el proceso de dan˜o de la estructura. Una vez definido
el comportamiento, se introduce un criterio que nos permite identificar el dan˜o en la estructura.
2.1. Conceptos ba´sicos
Tensio´n efectiva
El concepto de tensio´n efectiva esta´ relacionado con la degradacio´n del material y su consecuente
pe´rdida de propiedades resistentes. Para tener en cuenta el crecimiento de las micro fracturas de
la estructura, se introducen unas variables internas de dan˜o. Estas variables esta´n definidas en un
tensor, llamado tensor de dan˜o, que transforma el tensor de tensiones homogeneizado en un tensor
de tensiones efectivas.
σˆ := Mw : σ (2.29)
Para definir el tensor de dan˜o Mw
2 J.L. Curiel propone utilizar unas variables internas wij ,
para´metros de dan˜o, que identifican la degradacio´n de las propiedades del material.
diag[Mw] =
[
1
1− w11 ,
1
1− w22 ,
1
1− w33
1
1− w12 ,
1
1− w23 ,
1
1− w13
]
(2.30)
Para simplificar las operaciones y aprovechando la simetr´ıa del tensor de tensiones y del tensor
de deformaciones, se trabajara´ con el vector de deformaciones y el vector de deformaciones.
σ =
 σ11 σ12 σ13σ12 σ22 σ23
σ13 σ23 σ33
 −→ σT = [ σ11 σ22 σ32 σ12 σ23 σ13 ]
 =
 11 12 1312 22 23
13 23 33
 −→ T = [ 11 22 32 12 23 13 ]
Utilizando esta notacio´n, las ecuaciones definidas anteriormente se pueden simplificar de la
siguiente forma:
σˆT = [Mw · σ]T =
[
σ11
1− w11 ,
σ22
1− w22 ,
σ33
1− w33
σ12
1− w12 ,
σ23
1− w23 ,
σ13
1− w13
]
(2.31)
Hipo´tesis de deformacio´n equivalente
La hipo´tesis de deformacio´n equivalente refleja la interpretacio´n f´ısica de la definicio´n de tensio´n
efectiva expuesta en la ecuacio´n 2.29. Esta hipo´tesis es la que formula J.C. Simo y que se refleja
en los conceptos ba´sicos del apartado anterior (1.1)
2.2. Modelo de dan˜o aniso´tropo
Base termodina´mica. Potencial de energ´ıa libre
Siguiendo las l´ıneas expuestas por J.C. Simo, se considera un potencial de energ´ıa libre que
permite describir los procesos de dan˜o y deformacio´n pla´stica en el material.
2Se puede observar que la notacio´n que utilizamos es distinta a la notacio´n utilizada por J.C. Simo. El tensor de
dan˜o utilizado es equivalente al inverso del descrito por J.C. Simo. Mw →Md−1.
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Ψ(,σp, q, d) := (1− d)Ψ0()−  : σp + Ξ(q,σp) (2.32)
En esta ecuacio´n nos vuelve a aparecer el te´rmino q que son las variables internas (pla´sticas).
El te´rmino σp es el tensor de tensiones pla´sticas. Tambie´n aparece el potencial pla´stico (Ξ(q,σp)).
Ψ0( es la funcio´n de energ´ıa ela´stica inicial de material no dan˜ado.
En nuestro estudio se considera que no hay deformacio´n pla´stica en el material sino que so´lo
existe un comportamiento ela´stico en su fase inicial, seguido de un comportamiento inela´stico
con la consiguiente pe´rdida de propiedades resistentes. Es por este motivo que no se considera la
parte pla´stica en el potencial de energ´ıa libre. As´ı pues, teniendo en cuenta estas condiciones y
considerando el caso aniso´tropo, el potencial se define con la siguiente expresio´n:
Ψ :=
1
2
 : C :  (2.33)
Donde C es el tensor de cuarto orden que define el mo´dulo tangente de dan˜o.
Se obtiene la relacio´n entre tensio´n y deformacio´n de la siguiente forma:
σ =
∂Ψ
∂
= C :  (2.34)
Expresio´n que en te´rminos de tensio´n efectiva nos da la ecuacio´n:
σˆ = C0 :  (2.35)
Como podemos observar, en ausencia de tensio´n pla´stica, la tensio´n efectiva σˆ coincide con la
tensio´n ela´stica inicial σ0. De esta relacio´n obtenemos la definicio´n del mo´dulo tangente inicial o
tensor de rigidez inicial C0 := ∂
2Ψ0()
∂2 , supuesto como constante.
Tensor de rigidez
A partir del concepto de tensio´n efectiva expuesto en la ecuacio´n 2.29 y combinando las ecua-
ciones 2.34 y 2.35 se puede obtener la expresio´n del tensor constitutivo o de rigidez C.
σ = M−1 : σˆ = M−1 : C0 :  = C :  (2.36)
Tomando la notacio´n vectorial del tensor de tensiones y del tensor de deformaciones la expresio´n
anterior se puede escribir como:
σ =

σ11
σ22
σ33
σ12
σ23
σ13
 =

C11 C12 C13 C14 C15 C16
C21 C22 C23 C24 C25 C26
C31 C32 C33 C34 C35 C36
C41 C42 C43 C44 C45 C46
C51 C52 C53 C54 C55 C56
C61 C62 C63 C64 C65 C66


11
22
33
12
23
13
 (2.37)
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Es decir,
C1i = (1− w11)C01i
C2i = (1− w22)C02i
C3i = (1− w33)C03i
C4i = (1− w12)C04i
C5i = (1− w23)C05i
C6i = (1− w13)C06i
Con i = 1, ..., 6
Se puede demostrar a partir de la expresio´n (2.33) que el tensor de rigidez C es sime´trico, es
decir, Cij = Cji.
Cabe destacar que las 36 constantes que definen el tensor de rigidez esta´n asociadas a un sistema
de referencia, al igual que los tensores de deformacio´n y tensio´n o sus vectores derivados. Estas 36
constantes se pueden reducir aprovechando las simetr´ıas existentes en la constitucio´n del material.
Teniendo en cuenta estas consideraciones el tensor de rigidez queda de la siguiente forma:
C =

C11 C12 C13 0 0 0
C21 C22 C23 0 0 0
C31 C32 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 C54 0 0
0 0 0 C64 0 0

Para el caso orto´tropo, la matriz C toma la forma:
C =

1−ν23ν32
E2E3∆
ν12−ν32ν13
E1E3∆
ν13−ν12ν23
E1E2∆ 0 0 0
ν12−ν32ν13
E1E3∆
1−ν13ν31
E1E3∆
ν23−ν21ν13
E1E2∆ 0 0 0
ν13−ν12ν23
E1E2∆
ν23−ν21ν13
E1E2∆
1−ν12ν21
E1E2∆ 0 0 0
0 0 0 Gs12 0 0
0 0 0 0 Gs23 0
0 0 0 0 0 Gs31

(2.38)
Siendo ∆ = 1−ν12ν21−ν23ν32−ν31ν13−2ν21ν32ν13E1E2E3 .
Criterio de dan˜o. Deteccio´n
Para la caracterizacio´n de la degradacio´n progresiva de las propiedades del material se utiliza
un mecanismo isotro´pico de dan˜o. Este mecanismo es el concepto de deformacio´n equivalente τ¯ .
Siguiendo el art´ıculo de J.C. Simo [7], vemos que τ¯ se define como el modelo de energ´ıa del tensor
de deformaciones, cogiendo la forma:
τ¯ :=
√
(2Ψ0()) (2.39)
A continuacio´n se caracteriza el estado de dan˜o en el material mediante un criterio de dan˜o
gi(τ¯t, cit) ≤ 0, que lo definimos como:
gi(τ¯t, cit) := τ¯t − cit ≤ 0, t ∈ R+ (2.40)
Usando las particularidades del material anisotro´pico, el criterio toma la siguiente expresio´n:
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gi(⊗ , cit) := Hi(⊗ )− cit (2.41)
Donde τ¯ :=
√
( : C0 : ), cit
3 es una variable interna que se puede interpretar como el radio de
la superficie de dan˜o g(⊗ , cit) = 0 en un tiempo dado y la funcio´n Hi4, que denota la evolucio´n
del comportamiento del material en el espacio de deformaciones.
Vemos que las variables dependen del tiempo. Esta dependencia es debida a que su valor se va
modificando a medida que se modifican las condiciones de carga.
Criterio de dan˜o. Evolucio´n
Una vez definido el criterio de dan˜o falta definir la evolucio´n del mismo. Para ello se definen
dos alternativas. La primera es la que se propone en esta tesina como modelo de dan˜o iso´tropo. La
segunda es la propuesta por J.L. Curiel en [6] y [16].
Alternativa 1
Esta alternativa define de la misma forma la evolucio´n que la deteccio´n del dan˜o. Se supone
que el dan˜o empieza cuando aparecen deformaciones en el material y evoluciona a medida que va
aumentando la deformacio´n.
En este caso, la variable cit es igual al ma´ximo valor del dan˜o.
Por otro lado, el dan˜o se considera como un escalar, tal como define J.C. Simo en [7]. De esta
forma, las variables de dan˜o definidas en este apartado serian todas iguales.
w11 = w22 = w33 = w12 = w23 = w13 = d =
√
 : C0 : 
Teniendo en cuenta estas consideraciones, la evolucio´n del dan˜o (d˙5) para la alternativa 1 se
puede definir como se muestra en la siguiente expresio´n.
d˙ =
˙√
 : C0 :  (2.42)
Con 0 ≤ d ≤ 1
Alternativa 2
Para el caso de dan˜o aniso´tropo, tal como propone J.L. Curiel, la regla de evolucio´n de dan˜o
viene dada por:
ω˙ =
nmodes∑
i=1
Θivi (2.43)
Donde i representa el modo de dan˜o que sufre el material, variando de 1 hasta nmodes que es
el nu´mero total de modos de fallo modelados. La funcio´n Θi es una funcio´n de crecimiento para
cada modo de dan˜o que viene dada por la expresio´n:
Θi =
〈 ∇gi
‖∇gi‖ , ˙
〉
+
(2.44)
3En este caso la notacio´n utilizada en [7] describe esta variable como una variable escalar rt.
4En el art´ıculo [7] esta funcio´n se define como G.
5Notacio´n: d˙ =
d(d)
dt
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〈, 〉+ es el producto escalar no negativo, se anula para valores negativos. Este producto asegura
que no hay crecimiento del dan˜o si no se alcanza o traspasa la superficie de dan˜o. ∇ es el gradiente
respecto la deformacio´n ( ∂∂ ) y ˙ es la derivada temporal de la deformacio´n.
En las funciones de crecimiento aparece el criterio de dan˜o definido anteriormente, caracteri-
zando la funcio´n (H) como:
Hi(⊗ ) := T ·Gi ·  (2.45)
As´ı pues, la superficie de dan˜o queda de la siguiente forma:
gi = 
T ·Gi · − ci (2.46)
Operando con esta expresio´n obtenemos el gradiente de la funcio´n de crecimiento respecto la
deformacio´n.
∇gi = ∂gi
∂
= T ·
(
Gi
T +Gi
)
(2.47)
Para obtener el tensor de segundo orden Gi se considera la ley constitutiva del material (??)
junto a la equivalencia entre las formas cuadra´ticas en el espacio de tensiones y en el espacio de
deformaciones.
σT · Fi · σ = T ·Gi ·  (2.48)
[C · ]T · Fi · [C · ] = T ·Gi · 
T ·CT · Fi ·C ·  = T ·Gi · 
CT · Fi ·C = Gi
Fi es un tensor de segundo orden obtenido a partir de un criterio de fallo basado en el espacio
de tensiones que tambie´n depende de las variables de dan˜o wij .
Para terminar de caracterizar la evolucio´n del dan˜o se definen unos vectores directores unitarios
vi. La direccio´n de estos vectores define los componentes de la rigidez del material que se degradan
segu´n el modo de dan˜o. Las componentes degradadas y sus pesos se escogen teniendo en cuenta
los resultados experimentales realizados para cada modo de fallo.
3. Modelo de dan˜o iso´tropo
Para poder hacer un ana´lisis simple de un modelo de dan˜o y poder implementar de forma
relativamente sencilla los me´todos de resolucio´n impl´ıcitos, es necesario definir un modelo de dan˜o
iso´tropo. Este tipo de modelo permite tratar el dan˜o de forma escalar, reduciendo considerable-
mente la dificultad de linearizacio´n del problema.
El modelo de dan˜o iso´tropo propuesto para la implementacio´n de los me´todos de resolucio´n
impl´ıcitos se basa en la formulacio´n de J.C. Simo [7] descrita en el apartado 16. Pero en este caso
no se considera ningu´n criterio de inicio, sino que, tal como se describe en la alternativa 1 del
apartado 2.2, el dan˜o aparece cuando el material sufre deformaciones.
Para recordar la formulacio´n descrita en el apartado 1, a continuacio´n se presenta un breve
resumen con las ecuaciones y conceptos ma´s importantes.
6Para la formulacio´n del modelo de dan˜o iso´tropo nos fijaremos u´nicamente en la parte ela´stica de lo definido
en el apartado 1.2. No se considera evolucio´n pla´stica porque nos basamos en un modelo de dan˜o para materiales
compuestos, los cuales tienen una rotura fra´gil.
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3.1. Formulacio´n del modelo de dan˜o iso´tropo
En primer lugar se define el concepto de tensio´n efectiva como aquella tensio´n que viene definida
por la hipo´tesis de equivalencia de deformaciones.
“la deformacio´n asociada a un estado de dan˜o causado por una tensio´n aplicada es equivalente
a la deformacio´n asociada con su estado intacto causado por la tensio´n efectiva”
Con esta definicio´n i definiendo el tensor de dan˜o como Md = (1− d)I, donde d es la variable
de dan˜o iso´tropo, las tensiones efectivas se escriben:
σˆ := M−1d σ (2.49)
Introduciendo este concepto en las bases termodina´micas del problema se obtiene:
σ =
∂Ψ(d, )
∂
= (1− d)∂Ψ
0
∂
(2.50)
Donde Ψ es el potencial de energ´ıa y Ψ0 es el potencial de energ´ıa ela´stica inicial.
Para caracterizar la degradacio´n progresiva de las propiedades del material con la evolucio´n del
dan˜o, se define el concepto de tensio´n equivalente (τ¯).
τ¯ :=
√
(2Ψ0()) =
√
( : C0 : ) (2.51)
Con el concepto de deformacio´n equivalente podemos caracterizar la evolucio´n del dan˜o con un
criterio de dan˜o definido como:
g(τ¯t, rt) := τ¯t − rt ≤ 0, t ∈ R+ (2.52)
Para el caso iso´tropo, se define la evolucio´n de la variable de dan˜o d con la ecuacio´n
d˙t = µ˙H(τ¯t, dt)
r˙ = µ˙ (2.53)
Donde µ˙ es el para´metro de consistencia de dan˜o que define las condiciones de carga / descarga
del dan˜o de acuerdo con las relaciones de kuhn-Tucker
µ˙ ≥ 0 (2.54)
g(τ¯t, rt) ≤ 0 (2.55)
µ˙g(τ¯t, rt) = 0 (2.56)
A partir de estas condiciones sacan dos condiciones que nos permiten entender el compor-
tamiento del modelo.
1. Si g(τ¯t, rt) < 0, el criterio de dan˜o no se satisface y por la condicio´n (2.56) µ˙ = 0. Este echo
significa que por la regla de dan˜o expuesta en (2.53) la evolucio´n de la variable de dan˜o es
nula d˙ = 0. Entonces el dan˜o en el material no aumenta.
2. Por otro lado, si µ˙ > 0, cuando el dan˜o en el material aumenta (carga), la condicio´n (2.56)
nos dice que g(τ¯t, rt) = 0, por lo tanto, que se satisface el criterio de dan˜o. En este caso, el
valor de µ˙ viene determinado por la condicio´n de consistencia del dan˜o:
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3.2. Concepto de linearizacio´n de un problema no lineal
Siguiendo el apartado que a ello se refiere en [13], en la teor´ıa de meca´nica de medios continuos, el
concepto de linearizacio´n es esencial en la obtencio´n de aproximaciones lineales de teor´ıas generales
no lineales, como es el caso que nos ocupa. Por otro lado, en meca´nica computacional, el intere´s en
la linearizacio´n de los problemas recae sobre el hecho que las soluciones nume´ricas de problemas no
lineales normalmente se obtienen mediante algoritmos que requieren la solucio´n de una secuencia
de problemas linearizados. Este es el caso del me´todo de resolucio´n impl´ıcito utilizado, Newton-
Raphson.
Esta linearizacio´n se puede definir mediante el siguiente razonamiento:
Sea Y : D ⊂ X → Y una funcio´n no lineal cualquiera. Entonces, nuestro problema no lineal
constist en encontrar χ ∈ D que cumpla la condicio´n de equilibrio
Y = 0
La linearizacio´n del problema en un punto arbitrari χ0 ∈ D donde Y es diferenciable consiste
en encontrar U ∈ D tal que
L(U) ≡ Y (χ0) +DY (χ0)[U ] = 0
Donde L(U) es la linearizacio´n de Y en χ0.
3.3. Ecuacio´n de equilibrio. Matriz de rigidez tangente
Con el fin de introducir el modelo definido en este apartado en el algoritmo de resolucio´n del
problema, se debe obtener la matriz de rigidez tangente del problema. La matriz de rigidez se
obtiene a partir del concepto de linearizacio´n del problema no lineal presentado en el subapartado
anterior y nos permitira´ usar los me´todos impl´ıcitos en el caso de dan˜o iso´tropo.
Para la obtencio´n de esta matriz se parte de la base termodina´mica del problema, con la
definicio´n de la energ´ıa interna del material, la energ´ıa debida a las fuerzas externas y la debida a
las fuerzas dina´micas.
As´ı, para el caso no lineal la energ´ıa interna del cuerpo (U) se puede definir segu´n la siguiente
expresio´n.
U =
∫
Ω
1
2
σ : dΩ =
∫
Ω
1
2
 : Cd : dΩ =
∫
Ω
1
2
uTBTCdBudΩ (2.57)
Tal como se desprende de la formulacio´n de J.C. Simo resumida anteriormente, utilizando el
concepto de tensio´n y deformacio´n efectiva, el tensor constitutivo del material dan˜ado (Cd)se puede
escribir como:
Cd = (1− d)C0 (2.58)
Siendo C0 el tensor constitutivo para el caso lineal ela´stico. Hay que tener en cuenta que C0
es constante para cualquier instante de tiempo y que Cd dependera´ de la evolucio´n del dan˜o. Para
simplificar el problema se define la variable de evolucio´n de dan˜o igual a la deformacio´n equivalente
(d = τ¯t
7).
7Con esta simplificacio´n, en el criterio de evolucio´n del dan˜o (g), se toma:
rt = max{d(t)}
Con d(t) ∈ [0, 1]. De esta forma hay evolucio´n del dan˜o siempre que la deformacio´n aumente.
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d = τ¯t =
√
 : C0 :  (2.59)
Des este modo, el dan˜o empieza cuando hay deformacio´n en el material.
Este modelo de dan˜o no es el que se corresponde al planteado por J.C. Simo, pero nos permite
implementar el me´todo impl´ıcito de forma sencilla para un caso no lineal y poder, posteriormente,
adaptar-lo al caso de modelo de dan˜o aniso´tropo planteado inicialmente.
Como para el me´todo de los elementos finitos se trabaja con la forma de´bil del problema o,
lo que es lo mismo, con el principio de los trabajos virtuales, debemos obtener la expresio´n de la
energ´ıa equivalente a un trabajo virtual. De esta forma, partiendo de la ecuacio´n de la energ´ıa para
el caso no lineal, se opera como sigue.
δU :=
∂
∂ε
U(u+ εδu)
∣∣∣∣
ε=0
(2.60)
δU =
∂
∂ε
∫
Ω
1
2
(u+ εδu)TBTCdB(u+ εδu)dΩ
∣∣∣∣
ε=0
=
=
1
2
[∫
Ω
[
δuBTCdB(u+ εδu) + (u+ εδu)
TBTCdBδu
]
dΩ+
+
∫
Ω
[
 :
∂
∂
Cd(u+ εδu)
∣∣∣∣
ε=0
: 
]
dΩ
]
(2.61)
En caso de tener dan˜o, como el que nos ocupa en este apartado, la variacio´n de la energ´ıa interna
del material se descompone en dos partes. Una parte que se debe a la variacio´n de energ´ıa ela´stica
del elemento y otra debida a la variacio´n del dan˜o en el elemento. La primera es la misma que la
que tenemos para el caso lineal ela´stica y la segunda se puede asociar a la energ´ıa de disipacio´n
por efecto del aumento de dan˜o en el elemento.
δU = δWe + δWd (2.62)
Si nos centramos en el primer sumando de la ecuacio´n (2.61), utilizando la propiedad de simetr´ıa
del tensor Cd, se puede simplificar, quedando de la forma:
[∫
Ω
[
δuBTCdB(u+ εδu) + (u+ εδu)
TBTCdBδu
]
dΩ
]
ε=0
=
∫
Ω
2BTCdBuδudΩ (2.63)
Para encontrar la expresio´n del segundo sumando, en primer lugar se obtiene el resultado
intermedio referente a la derivada ∂∂εCd(u+ εδu) |ε=0.
∂
∂ε
Cd(u+ εδu)
∣∣∣∣
ε=0
=
∂
∂ε
(1− d((u+ εδu)))C0
∣∣∣∣
ε=0
= − ∂
∂ε
d((u+ εδu))C0
∣∣∣∣
ε=0
(2.64)
∂
∂ε
d((u+ εδu))
∣∣∣∣
ε=0
=
∂
∂ε
√
(u+ εδu)TBTC0B(u+ εδu)
∣∣∣∣
ε=0
=
=
1
2
√
uTBTC0Bu
2uTBTC0Bδu =
uTBTC0Bδu√
uTBTC0Bu
(2.65)
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Introduciendo todos los resultados intermedios obtenidos hasta el momento en la ecuacio´n
(2.61), la ecuacio´n de la energ´ıa queda como se expresa a continuacio´n.
δU =
∫
Ω
BTCdBu · δudΩ + 1
2
∫
Ω
 :
(
−B
TC0Bu · δu√
uTBTC0Bu
)
C0 : dΩ =
=
∫
Ω
BTCdBudΩ · δu− 1
2
∫
Ω
(√
 : C0 : 
)
BTC0BudΩ · δu =
= Kdu · δu− K˜u · δu = fint · δu− fdis · δu (2.66)
Siendo fint las fuerzas internas del elemento y fdis las fuerzas correspondientes a la disipacio´n
de energ´ıa por efecto del dan˜o. Con:
Kd =
∫
Ω
BTCdBdΩ (2.67)
K˜ =
1
2
∫
Ω
(√
 : C0 : 
)
BTC0BdΩ (2.68)
fint = Kdu ; fdis = K˜u (2.69)
Con estos resultados podemos establecer la ecuacio´n de equilibrio como se muestra. Para este
caso, se tiene en cuenta que en la ecuacio´n de equilibrio solo interviene la variacio´n de energ´ıa
ela´stica.
δWdin + δWe = δFext (2.70)
Donde:
δWdin = fdin · δu (2.71)
δWe = fint · δu (2.72)
δFext = fext · δu (2.73)
Operando con las ecuaciones anteriores se obtiene una nueva ecuacio´n de equilibrio, la cual
utilizaremos para la resolucio´n del problema. En este caso tenemos en cuenta la expresio´n (2.70) y
que fdin = Ma
8.
fdin + fint = fext (2.74)
O lo que es lo mismo:
Ma+Kdu = fext (2.75)
Una vez definidas todas las componentes que intervienen en la ecuacio´n de equilibrio para el
caso del modelo de dan˜o iso´tropo, se obtiene la matriz de rigidez tangente correspondiente al vector
8M es la matriz de masa del cuerpo. Se calcula a partir de las funciones de forma como: Mij =
∫
Ω ρN
T
i NjdΩ
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de fuerzas internas. E´sta, pues, sera´ el resultado de la derivacio´n del vector de fuerzas internas del
elemento respecto de los desplazamientos.
∂fint
∂u
=
∂
∂u
[Kdu] = Kd +
∂Kd
∂u
u = Kd + K¯d (2.76)
Donde la segunda componente se resuelve como se muestra a continuacio´n.
K¯d =
∂
∂u
(Kdu)
∣∣∣∣
u=cte
=
∂
∂u
(∫
Ω
BTCdBdΩ
)∣∣∣∣
u=cte
=
∫
Ω
BT
[
∂
∂u
(Cd)
∣∣∣∣
u=cte
]
BdΩ (2.77)
Introduciendo la expresio´n (2.58) en la anterior y siguiendo los mismos pasos que los que se
han seguido para la obtencio´n de Kd, se tiene que:
K¯d =
∫
Ω
BTC0B
∂ (1− d)
∂u
dΩ = −
∫
Ω
1√
uTBTC0Bu
BTC0Bu⊗BTC0BudΩ (2.78)
Resumiendo, la matriz de rigidez tangente del problema se escribe como:
Kt =
∂fint
∂u
= Kd + K¯d = K + K¯ (2.79)
Donde
K := Kd =
∫
Ω
(1− d)BTC0BdΩ (2.80)
y
K¯ := K¯d = −
∫
Ω
1
d
BTC0Bu⊗BTC0BudΩ (2.81)
Siendo d =
√
uTBTC0Bu.
4. Modelo de dan˜o No-local
La evolucio´n del dan˜o en un material se debe a la acumulacio´n microsco´pica y fusio´n de huecos,
pequen˜as roturas o pequen˜as dislocaciones. Estos feno´menos se pueden producir por un exceso
de tensio´n o de deformacio´n en el material. La evolucio´n progresiva del dan˜o en las fracturas
localizadas siempre va acompan˜ado de un reblandecimiento del material. La descripcio´n local de la
evolucio´n del dan˜o normalmente no permite establecer una descripcio´n aceptable de este feno´meno.
En consecuencia, los modelos de dan˜o local para el me´todo de los elementos finitos sufren una
dependencia de la malla.
Para resolver este problema se han planteado diversas soluciones que establecen una objetividad
en el modelado nume´rico y unos resultados f´ısicamente cre´ıbles. Tal como se desprende de [17] hay
dos formulaciones principales que tratan de resolver este inconveniente. En primer lugar hay la
formulacio´n de dan˜o no local (integral). Esta formulacio´n tiene en cuenta el efecto no local mediante
el acoplamiento directo de la variable de dan˜o referente a la deformacio´n no local equivalente,
que es una media ponderada de la deformacio´n local equivalente. La otra formulacio´n incluye
el para´metro de gradiente del dan˜o para predecir el reblandecimiento del material. Esta u´ltima
formulacio´n puede ser considerada como la formulacio´n diferencial de la aproximacio´n integral del
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dan˜o no local. Aunque existen diferencias significativas en la derivacio´n del modelo matema´tico
as´ı como en la implementacio´n nume´rica asociada.
En el presente trabajo se va a tratar el dan˜o no local mediante la formulacio´n integral. Esta
formulacio´n es ma´s sencilla de implementar porque no se debe incluir otra ecuacio´n en el problema
inicial, permitiendo trabajar directamente con las deformaciones obtenidas en cada iteracio´n.
4.1. Formulacio´n integral
Partiendo de la definicio´n de dan˜o local utilizado para el caso de un elemento d =
√
 : C0 : ,
se define el dan˜o global en cada punto de evaluacio´n mediante la formulacio´n integral como la
integral del dan˜o local en un dominio predefinido, ponderada con el area del dominio
dg =
∫
Ωe
√
 : C0 : dΩ∫
Ωe
dΩ
(2.82)
Donde el dominio Ωe esta´ predefinido segu´n la afectacio´n por el reblandecimiento de cada
material.
A la pra´ctica, para implementar el dan˜o global, se sumara´ en cada punto de Gauss, el dan˜o de
los puntos de Gauss que este´n dentro del dominio de influencia (Ωe)
dg =
∑
i∈Ωe
√
i : C0 : i · wpξ · wpη|J |∑
i∈Ωe ·wpξ · wpη|J |
(2.83)
El dominio Ωe se define como el espacio que encierra una circunferencia de radio le = αLx. Con
Lx la longitud horizontal de la placa y α una constante que dependera´ del material. wpj son los
pesos del punto de Gauss y |J | el determinante del jacobiano.
Una vez definido el dan˜o global se introduce a la matriz de rigidez tangente obtenida para el
caso de un elemento y se resuelve el problema mediante los distintos me´todos planteados.
Kt =
∫
Ω
(1− dg)BTC0BdΩ−
∫
Ω
1
dg
BTC0Bu⊗BTC0BudΩ (2.84)
En un principio se considera que la matriz de rigidez tangente no var´ıa con la nueva definicio´n
de dan˜o global. Este planteamiento no es correcto, pues la linealizacio´n de las fuerzas internas no
es completa9, pero por lo menos nos permite obtener una variable de dan˜o (dg) independiente de
la malla utilizada.
9La convergencia a la solucio´n dejara´ de ser cuadra´tica y sera´ menor cuanto mayor sea la longitud le.
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Cap´ıtulo 3
INTEGRACIO´N NUME´RICA
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1. Me´todo expl´ıcito
Siguiendo la formulacio´n expuesta en [18], el me´todo expl´ıcito se basa en definir las derivadas
que aparecen con las ecuaciones de equilibrio como incrementos finitos ∆fext, ∆u y ∆t.
A partir de estas definiciones, la ley de carga se describe mediante incrementos sucesivos, igual
que la ley de desplazamientos.
Considerando que el equilibrio se define con la siguiente expresio´n,
Ma = fext − fint (3.1)
conM la matriz de massa, a la aceleracio´n, fext las fuerzas externas aplicadas y fint las fuerzas
internas del dominio, podemos discretizarla en el espacio temporal; obteniendo , en el instante de
tiempo n, la ecuacio´n que sigue.
Man = fext,n − fint,n (3.2)
Las fuerzas internas fint,n se obtienen a partir de la matriz de rigidez y los desplazamientos en
el instante de tiempo n.
fint,n = Kn · un (3.3)
Con estas fuerzas internas se calcula el vector de fuerzas residuales R que sera´ usado para
calcular el desplazamiento para el paso de tiempo en el que estamos trabajando.
Rn = fext,n − fint,n (3.4)
Llegado este punto, solo resta actualizar los desplazamientos. Para ello, en primer lugar se
encuentra el valor de la aceleracio´n en el instante n. A partir de la aceleracio´n podemos saber las
velocidades en el instante de tiempo n+ 12 y los desplazamientos en el instante n+ 1 mediante las
aproximaciones siguientes.
 an =
v
n+ 1
2
−v
n− 1
2
∆t
vn+ 12 =
un+1−un
∆t
(3.5)
Operando se puede extraer que:
{
vn+ 12 = vn− 12 + ants
un+1 = un + vn+ 12 ts
(3.6)
2. Me´todo impl´ıcito
La principal diferencia entre el me´todo explicito y el impl´ıcito, es que en el impl´ıcito se reconoce
que la solucio´n obtenida para cada paso de tiempo utilizando el me´todo expl´ıcito no es la real.
A partir de esta hipo´tesis se realizan pasos intermedios para poder encontrar la solucio´n exacta
en cada paso de tiempo. Estos pasos intermedios consisten simplemente en an˜adir un esquema
iterativo en cada paso de tiempo, de tal forma que se encuentre una solucio´n que satisfazca la
condicio´n de convergencia impuesta.
Si partimos de una condicio´n de equilibrio definida por la funcio´n G que depende de los de-
splazamientos en los nodos u y de las fuerzas externas fext, podemos establecer una ecuacio´n de
equilibrio que toma la siguiente forma:
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G(u,fext) = g(u)− f(fext) = 0 (3.7)
Para encontrar las funciones g(u) y f(fext) se utilizan las ecuaciones de equilibrio de la dina´mi-
ca. As´ı, la funcio´n de equilibrio se escribe como se muestra en la siguiente ecuacio´n.
G(u,fext) = fdin − Rˆ = 0 (3.8)
Do´nde fdin = Ma es la fuerza dina´mica del elemento. M es la matriz de masa del elemento,
a representa la aceleracio´n del elemento y Rˆ la resultante de las fuerzas aplicadas en los nodos.
Esta resultante vendra´ definida por la diferencia entre las fuerzas externas aplicadas a los nodos y
las internas debidas a los desplazamientos.
Rˆ = fext − fint (3.9)
2.1. Discretizacio´n temporal
Con la ecuacio´n de equilibrio, se procede a discretizar el espacio temporal del problema. De
esta forma se evalu´an los distintos campos en los instantes de tiempo n+ θ.
G(un+θ,fext,n+θ) = fdin,n+θ + fint,n+θ − fext,n+θ = 0 (3.10)
Los distintos esquemas impl´ıcitos vendra´n dados por los valores de θ que se definen a contin-
uacio´n.
θ = 1 Euler hacia atra´s (orden 1)
θ = 12 Crank-Nicolson (orden 2)
2.2. Me´todo de Euler hacia atra´s
2.2.1. Forma general
Aplicando el me´todo de discretizacio´n del campo de desplazamientos, Backward Euler (Euler
hacia atra´s), se obtiene la discretizacio´n del vector aceleracio´n en el instante n como se muestra.
an =
un+1−un
∆t − vn− 12
∆t
(3.11)
Do´nde vn− 12 es la velocidad en el instante de tiempo n −
1
2 , funcio´n de un y un−1 conocidos.
∆t es el intervalo de tiempo entre pasos.
Como estamos trabajando con un me´todo impl´ıcito, la funcio´n de equilibrio se evalu´a en el
instante n+ 1. As´ı, suponiendo que tenemos equilibrio en este instante, se obtiene la ecuacio´n de
equilibrio (3.12).
Gn+1 = Man + fint,n+1 − fext,n+1 = 0 (3.12)
2.2.2. Caso ela´stico lineal
Si se considera que el material es ela´stico lineal y que no hay efecto del dan˜o, el problema
se simplifica considerablemente, pues las fuerzas internas en los nodos son funcio´n lineal de los
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desplazamientos. As´ı, conocida la matriz de rigidez para el caso ela´stico lineal (K), podemos
escribir las fuerzas internas en el instante de tiempo n+ 1 como.
fint,n+1 = Kn+1un+1 = Kun+1 (3.13)
Si introducimos la expresio´n (3.13) en la ecuacio´n de equilibrio (3.12), se obtiene una nueva
expresio´n de la funcio´n de equilibrio para el me´todo de Euler hacia atra´s.
Gn+1 = Dn+1un+1 −Rn+1 = 0 (3.14)
Donde:
Dn+1 =
[
M
∆t2
+Kn+1
]
(3.15)
Rn+1 =
[
M
∆t
(un
∆t
+ vn− 12
)
+ fext,n+1
]
(3.16)
2.2.3. Caso de dan˜o iso´tropo
Si seguimos con la notacio´n del caso ela´stico lineal, tenemos que se debe satisfacer la ecuacio´n
de equilibrio en cada incremento de tiempo, que para este caso se escribir´ıa como:
Gkn+1 = D
k
n+1u
k
n+1 −Rn+1 = 0 (3.17)
con
Dkn+1 =
[
M
∆t2
+Kkt,n+1
]
(3.18)
Rn+1 =
[
M
∆t
(un
∆t
+ vn− 12
)
+ fext,n+1
]
(3.19)
Podemos apreciar que las matrices que intervienen en el problema var´ıan en cada iteracio´n
impl´ıcita, con lo que debemos introducir su ca´lculo dentro del bucle de iteraciones impl´ıcitas. Esta
variacio´n supone un aumento considerable del coste computacional del problema, pero este incon-
veniente se compensa con la posibilidad de hacer pasos de tiempo ma´s grandes sin que aparezcan
inestabilidades.
2.3. Me´todo de Crank-Nicolson
2.3.1. Forma general
En este caso la funcio´n de equilibrio se puede escribir como:
Gn+ 12 = Man+
1
2
+ fint,n+ 12 − fext,n+ 12 = 0 (3.20)
Esta ecuacio´n de equilibrio se puede interpretar como un sistema de ecuaciones con derivadas
de primer orden. As´ı, tomando como variables el desplazamiento y la velocidad, la ecuacio´n de
equilibrio equivaldr´ıa al siguiente sistema.
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{
Mv˙ − Rˆ = 0
u˙− v = 0 (3.21)
A partir de este sistema se definen las variables f y b como:
f =
{
Mv
u
}
b =
{
Rˆ
v
}
(3.22)
Tales que f˙ = b.
Entonces, evaluando los desplazamientos en el instante de tiempo n + θ, se tiene que f˙n+θ =
bn+θ. Si definimos:
f˙n+θ =
fn+1 − fn
∆t
(3.23)
Se obtiene la expresio´n del desplazamiento en el instante n + 1 para el caso de θ = 12 que
tendra´ la forma siguiente.
un+1 = un + ∆tvn +
∆t2
2
an+ 12 (3.24)
Otra forma de deducir la expresio´n del desplazamiento en el instante n+ 1 es discretizando la
aceleracio´n. La aceleracio´n en el instante de tiempo n+ 12 puede estar definida por las aceleraciones
en los instantes de tiempo concomitantes o por las velocidades en estos mismos intantes. De esta
forma podemos definir el valor de la aceleracio´n an+ 12 con dos expresiones distintas.
an+ 12 =
an+1 + an
2
(3.25)
an+ 12 =
vn+1 + vn
∆t
(3.26)
Si igualamos las expresiones anteriores y aislamos la velocidad en el instante n+ 1, se obtiene:
vn+1 = vn +
∆t
2
(an+1 + an) (3.27)
Aplicando el mismo procedimiento a la velocidad en el instante n + 12 se obtiene el valor del
desplazamiento en el instante n+ 1 como:
un+1 = un + ∆tvn +
∆t2
4
(an+1 + an) (3.28)
Finalmente, introduciendo la expresio´n(3.25) en la anterior, se obtiene el desplazamiento en
funcio´n de la aceleracio´n en el instante n+ 12 .
un+1 = un + ∆tvn +
∆t2
2
an+ 12 (3.29)
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2.3.2. Caso ela´stico lineal
De la misma forma que para el me´todo de Euler hacia atra´s, para el me´todo de Crank-Nicolson
se obtiene una nueva expresio´n de la ecuacio´n de equilibrio. A partir de las expresiones (3.26 y
3.27), introducie´ndolas a la ecuacio´n de equilibrio (3.13), se define la ecuacio´n de equilibrio para
el me´todo de Crank-Nicolson.
Gn+ 12 = Dn+
1
2
un+1 −Rn+ 12 = 0 (3.30)
Donde:
Dn+ 12 =
[
2
∆t2
M +
1
4
(Kn+1 +Kn)
]
(3.31)
Rn+ 12 = M
[
2
∆t
(un
∆t
+ vn
)]
− 1
4
(Kn+1 +Kn)un +
1
2
(fext,n+1 + fext,n) (3.32)
Para la obtencio´n de la matrizDn+ 12 yRn+
1
2
en este caso, se ha considerado que el desarrollo de
las fuerzas internas y externas en el instante n+θ = n+ 12 se define como se muestra a continuacio´n.
fint,n+θ = fint,n+θ(un+θ) = Kn+θun+θ ≈ Kn+1 +Kn
2
· un+1 + un
2
(3.33)
fext,n+θ ≈
fext,n+ 12 + fext,n
2
(3.34)
2.3.3. Caso de dan˜o iso´tropo
Para el caso de elasticidad lineal, los resultados obtenidos para este me´todo son los mismos
que los obtenidos con el me´todo de Newmark. Esto se debe a que la formulacio´n del me´todo de
resolucio´n de Crank-Nicoloson es la misma que para el me´todo de Newmark con los para´metros
γ = 12 y β =
1
4 .
Teniendo en cuenta esta consideracio´n, para el caso de dan˜o iso´tropo solo se define e implementa
el me´todo de Newmark.
2.4. Me´todo de Newmark
2.4.1. Forma general
Newmark, a diferencia del me´todo de Crank-Nicolson, propone que el equilibrio se obtenga en
el instante de tiempo n+ 1.
Gn+1 = Man+1 + fint,n+1 − fext,1 = 0 (3.35)
Pero la principal diferencia que existe respeto los dos me´todos comentados anteriormente es
que se propone una discretizacio´n del campo de deformaciones y de velocidades con la aparicio´n
de ciertos para´metros de ponderacio´n de los valores de los campos en los instantes contiguos. Es
decir, el campo de desplazamientos en el instante n+ 1 depende de la velocidad en el instante n y
de la aceleracio´n ponderada en el instante n y n+ 1 segu´n se muestra en la siguiente ecuacio´n.
un+1 = un + ∆tvn +
∆t2
2
[(1− 2β)an + 2βan+1] (3.36)
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De la misma forma, la velocidad en el instante n+1 depende de otro para´metro.
vn+1 = vn + ∆t [(1− γ)an + γan+1] (3.37)
Es importante destacar que las expresiones (3.20) y (3.21) resultantes del me´todo de Crank-
Nicolson son equivalentes a las del me´todo de Newmark, tomando γ = 12 y β =
1
4 . Por este motivo,
en la implementacio´n del me´todo se tomara´n estos valores.
Con estos valores, la expresio´n de la aceleracio´n en el instante n+ 1 (an+1) se escribe como:
an+1 =
un+1−un
∆t − vn
∆t
4
− an (3.38)
2.4.2. Caso ela´stico lineal
Para el me´todo de Newmark con para´metros γ = 12 y β =
1
4 se sigue el mismo procedimiento,
obteniendo la ecuacio´n de equilibrio siguiente.
Gn+1 = Dn+1un+1 −Rn+1 = 0 (3.39)
En este caso,
Dn+1 =
[
4
∆t2
M +Kn+1
]
(3.40)
Rn+1 = M
[
4
∆t
(un
∆t
+ vn
)
+ an
]
+ fext,n+1 (3.41)
Es importante percatarse de que el vector R es distinto a Rˆ. Pues Rˆ es el vector de fuerzas
resultantes y R es el vector de fuerzas residuales, el cual so´lo depende de la fuerza externa en el
instante (n+ 1) y de los desplazamientos en los instantes de tiempo previos.
Cuando tenemos definida la funcio´n de equilibrio, aplicamos la hipo´tesis que asume el me´todo
impl´ıcito. Suponemos que no se cumple el equilibrio para el valor del desplazamiento en el instante
(n + 1) (G(n+1) 6= 0) y buscamos mediante iteraciones el valor del desplazamiento en la iteracio´n
k (uk(n+1))tal que cumpla:
Gk(n+1) = D(n+1)u
k
(n+1) −R(n+1) = 0 (3.42)
En el caso del me´todo de Crank-Nicolson la matriz D(n+1) y el vector R(n+1) serian la descrita
con la notacio´n D(n+ 12 ) y R(n+
1
2 )
.
Se puede observar que la matriz D es la misma en cada iteracio´n del mismo paso de tiempo.
Esto se cumple en este caso porque se supone elasticidad lineal y se desprecia el efecto de la
variacio´n del desplazamiento en cada iteracio´n sobre la matriz de rigidez.
Si aproximamos la funcio´n Gk(n+1), podemos escribirla en funcio´n de las iteraciones precedentes.
Gk(n+1) = G
k−1
(n+1) +
[
∂G
∂u
]k−1
(n+1)
δuk(n+1) (3.43)
Donde
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[
∂G
∂u
]k−1
(n+1)
= D(n+1) (3.44)
Por lo tanto,
Gk(n+1) = G
k−1
(n+1) +D(n+1)δu
k
(n+1) (3.45)
A partir de esta expresio´n, si suponemos que se llega al equilibrio en la iteracio´n k, podemos
obtener la variacio´n del desplazamiento en cada iteracio´n como
δuk(n+1) = −(D(n+1))−1Gk−1(n+1) (3.46)
As´ı, el desplazamiento en la iteracio´n k sera´:
uk(n+1) = u
k−1
(n+1) + δu
k
(n+1) (3.47)
Con este procedimiento se itera hasta que la funcio´nGk(n+1) cumple con la condicio´ de equilibrio,
es decir, su mo´dulo es menor que una cierta tolerancia (|fext,n+1|).
||Gk(n+1)|| < ||fext,n+1|| (3.48)
2.4.3. Caso de dan˜o iso´tropo
Siguiendo los mismos pasos que en el me´todo Euler hacia atra´s, se describe la ecuacio´n de
equilibrio del problema como:
Gkn+1 = D
k
n+1u
k
n+1 −Rn+1 = 0 (3.49)
En este caso,
Dkn+1 =
[
4
∆t2
M +Kkt,n+1
]
(3.50)
Rn+1 = M
[
4
∆t
(un
∆t
+ vn
)
+ an
]
+ fext,n+1 (3.51)
2.4.4. Propiedades. Conservacio´n de la energ´ıa
Una vez obtenidos los resultados del test de impacto para los distintos me´todos, se deben validar
y comprobar que se cin˜en a las hipo´tesis formuladas inicialmente. Esto lo hacemos mediante la
comprobacio´n de la conservacio´n de la energ´ıa, siguiendo los pasos establecidos en [19].
En el planteamiento del problema se parte de la premisa de que para el caso ela´stico lineal, la
energ´ıa se conserva y con esta hipo´tesis se extrae la ecuacio´n de equilibrio que gobierna el problema.
As´ı, si demostramos que durante la resolucio´n del problema dina´mico la energ´ıa se conserva, y los
resultados as´ı lo muestran, podemos decir que el me´todo utilizado es correcto.
Este ana´lisis se hace para el me´todo impl´ıcito de Newmark. Este me´todo es el que no presenta
inestabilidades ni variaciones a lo largo del tiempo. De esta forma, si logramos verificar sus resulta-
dos y su estabilidad de forma incondicional, podemos comparar los otros me´todos con el resultado
correcto.
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En primer lugar se define un potencial de energ´ıa (W ) que tiene en cuenta la energ´ıa dina´mica
del elemento (Wdin) y la energ´ıa ela´stica interna del elemento(We).
W = Wdin +We (3.52)
Con
Wdin =
1
2
∫
Ω
ρ||v||2dΩ
y
We =
1
2
∫
Ω
σ : dΩ
El principio de conservacio´n de la energ´ıa se puede establecer con la siguiente relacio´n.
dW
dt
=
dWdin
dt
+
dWe
dt
:= −|dWdis
dt
|+ dWext
dt
(3.53)
Donde Wdis es el trabajo realizado por las fuerzas de disipacio´n que aparecen con el dan˜o (fdis)
y Wext es el trabajo realizado por las fuerzas externas aplicadas (fext).
Definido el potencial de energ´ıa, se discretiza en el espacio temporal y se integra en un incre-
mento de tiempo [tn, tn+1], quedando de la forma:
∆W = [W ]
n+1
n = [Wdin +We]
n+1
n =
∫ tn+1
tn
(
−| ˙Wdis|+ ˙Wext
)
dt (3.54)
Si consideramos que nos encontramos en el tramo ela´stico del problema, es decir, que la variable
de dan˜o no crece; podemos afirmar que [W ]
n+1
n = 0.
La integral del potencial en el incremento de tiempo se puede reescribir como:
∆W = Wn+1−Wn = (Wn+1din +Wn+1e )− (Wndin +Wne ) = (Wn+1din −Wndin) + (Wn+1e −Wne ) (3.55)
Con
Wn+1din =
1
2
∫
Ω
ρ||vn+1||2dΩ ; Wn+1e =
1
2
∫
Ω
σn+1 : n+1dΩ
Wndin =
1
2
∫
Ω
ρ||vn||2dΩ ; Wne =
1
2
∫
Ω
σn : ndΩ
Llegados a este punto, si discretizamos el espacio y integramos nume´ricamente los campos
podemos escribir las variables anteriores de forma matricial, quedando de la forma siguiente.
Wn+1din =
1
2
(vn+1)
TMvn+1 ; W
n+1
e =
1
2
(un+1)
TKun+1
Wndin =
1
2
(vn)
TMvn ; W
n
e =
1
2
(un)
TKun
Siendo M y K las matrices de masa y de rigidez respectivamente.
Aplicando la formulacio´n matricial a las variaciones de energ´ıa interna y de energ´ıa dina´mica
se pueden escribir con las siguientes ecuaciones.
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∆Wdin =
(
Wn+1din −Wndin
)
=
1
2
(vn+1 − vn)T M (vn+1 + vn) (3.56)
∆We =
(
Wn+1e −Wne
)
=
1
2
(un+1 − un)T K (un+1 + un) (3.57)
Tal como se ha mencionado, se asume que la integracio´n temporal se hace mediante el me´todo
de Newmark con los para´metros γ = 12 y β =
1
4 . Este me´todo relaciona los desplazamientos,
velocidades y aceleraciones en los distintos pasos de tiempo como:
{
un+1 = un + ∆tvn +
∆t2
4 (an + an+1)
vn+1 = vn +
∆t
2 (an + an+1)
De lo que se puede deducir que:
{
(un+1 − un) = ∆t2 (vn+1 + vn)
(vn+1 − vn) = ∆t2 (an + an+1)
Entonces, introduciendo las ecuaciones anteriores a las (3.56) y (3.57) se obtiene que las varia-
ciones de energ´ıa se expresan como se muestra.
∆Wdin =
∆t
4
(vn+1 + vn)
T
M (an + an+1) (3.58)
∆We =
∆t
4
(vn+1 + vn)
T
K (un+1 + un) (3.59)
De esta forma, la variacio´n del potencial de energ´ıa viene dada por la siguiente expresio´n.
∆W =
∆t
4
(vn+1 + vn)
T
[M (an + an+1) +K (un+1 + un)] =
=
∆t
4
(vn+1 + vn)
T
[fdin,n + fdin,n+1 + fint,n + fint,n+1] =
=
∆t
4
(vn+1 + vn)
T [
(fdin + fint)n + (fdin + fint)n+1
]
(3.60)
Por otro lado, tal como se define en la ecuacio´n de equilibrio:
fext = fdin + fint
Introduciendo la ecuacio´n anterior en (3.60) se obtiene la expresio´n final de la variacio´n de
energ´ıa.
∆W =
∆t
4
(vn+1 + vn)
T
[fext,n + fext,n+1] (3.61)
Si particularizamos el resultado anterior para el caso ela´stico sin carga, es decir, no hay fuerzas
exteriores aplicadas sobre el elemento (fext = 0); la variacio´n del potencial de energ´ıa es nula.
∆W = 0
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3. Implementacio´n de los me´todos de resolucio´n
Una vez justificados los me´todos de resolucio´n que se pretenden analizar, en este apartado se
procede a describir la implementacio´n de cada uno de los me´todos para los distintos modelos de
dan˜o definidos en el cap´ıtulo anterior.
Al tratar con distintas aproximaciones temporales de los distintos campos, la implementacio´n
para cada modelo sera´ distinta segu´n el me´todo de resolucio´n. As´ı, es necesaria una descripcio´n
espec´ıfica del me´todo de resolucio´n en el modelo de dan˜o analizado.
En primer lugar se realizara´ una descripcio´n de la rutina implementada por J. L. Curiel, sobre
la cual se trabaja en la implementacio´n del resto de casos.
3.1. Rutina de partida
Se hace un ana´lisis de la rutina existente, describiendo las subrutinas que intervienen y refe-
renciando a la formulacio´n del modelo de dan˜o para composites. Debe destacarse que esta rutina
esta´ pensada para la implementacio´n del caso de dan˜o aniso´tropo con un me´todo de resolucio´n
expl´ıcito.
Para realizar este ana´lisis se presenta, en primer lugar, un diagrama que muestra la secuencia
que sigue el programa para llegar a la solucio´n.
Figura 3.1: Diagrama de las subrutinas que intervienen
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3.1.1. Descripcio´n de las subrutinas
Una vez presentado el diagrama que sigue el programa, se procede a describir las subrutinas
que intervienen en el ca´lculo. En la descripcio´n de las subrutinas se hablara´ de las variables que
intervienen, las entradas que necesita, los procesos que sigue y los resultados o salidas que pro-
porciona. Todos los procesos y variables se referenciara´n en la formulacio´n del modelo de dan˜o
propuesto por J.L. Curiel [6].
Compositeplate Esta es la subrutina que se debe llamar para correr el programa. Partiendo
de esta se van utilizando todas las dema´s para llegar al resultado final. Por este motivo, en esta
rutina se describe el elemento que se va a utilizar, as´ı como se obtienen todos los datos para poder
realizar el ana´lisis.
En primer lugar se define el tipo de esfuerzo al que esta´ sometido el elemento, determinando
si se trata de un test de compresio´n o de traccio´n. Es importante determinar el tipo de esfuerzo
porque de e´l dependen las variables de dan˜o que van a intervenir en el problema. Definido el tipo
de esfuerzo se llaman las subrutinas referentes a los test reales, que contienen todos los datos para
el caso de compresio´n, traccio´n o cortante definidos en el art´ıculo de P.D. Soden [20]. Las rutinas
a las que nos referimos son:
- ExpTensionTest
- ExpCompressionTest
- ExpShearTest
Una vez tenemos los datos del test introducidos, la subrutina define el elemento con toda su
topolog´ıa. Se trata de un elemento hexae´drico de 8 nodos, con los movimientos restringidos en
una cara y las fuerzas externas aplicadas a la opuesta. Para clarificar la geometr´ıa, condiciones de
contorno y fuerzas externas se presenta la siguiente imagen (Figura 3.2).
Figura 3.2: Elemento hexae´drico de 8 nodos con las condiciones de contorno y cargas aplicadas
Cuando tenemos definida la geometr´ıa, las condiciones de contorno y las cargas aplicadas, se
debe definir el material del elemento. Para esta eleccio´n, la rutina incorpora tres posibles subrutinas
que debe elegir el usuario. Estas subrutinas, que incorporan los datos referentes al material del que
esta´ compuesto el elemento, son:
- Elastmatplate
- Geomat
- Composite
Despue´s de la definicio´n del material, se debe elegir el me´todo de resolucio´n que se va a utilizar.
Por u´ltimo, la subrutina compositeplate da paso a la subrutina main para que siga con el ca´lculo.
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Main Tal como indica el nombre, esta es la subrutina principal. Una vez introducidos los datos
del problema por la subrutina precedente, main se encarga de resolverlo, haciendo uso de otras
rutinas necesarias para la realizacio´n de los pasos intermedios.
As´ı pues, en primer lugar se inicializa el proceso, poniendo a cero todas las variables que van a
ser utilizadas.
A continuacio´n se definen los puntos de Gauss, junto a sus pesos correspondientes, que se
utilizaran para el ca´lculo de las integrales. Al ser un elemento con ana´lisis lineal, so´lo sera´ necesario
un punto de Gauss. E´ste punto coincidira´ con el origen de coordenadas del elemento. En la rutina
se define el punto de Gauss (poi) y su peso (wp) como
poi = (0, 0, 0)
wp = (2, 2, 2)
Para el ca´lculo de la matriz de masa se utilizara´n 4 puntos de Gauss definidos en las matrices
poi y wp como:
poi =

− 1√
3
− 1√
3
− 1√
3
− 1√
3
− 1√
3
1√
3
1√
3
− 1√
3
− 1√
3
1√
3
− 1√
3
1√
3
− 1√
3
1√
3
− 1√
3
− 1√
3
1√
3
1√
3
1√
3
1√
3
− 1√
3
1√
3
1√
3
1√
3

wp =

1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1

Una vez definidos los puntos de Gauss, se define el incremento de tiempo cr´ıtico. Debemos
recordar que el me´todo de resolucio´n es expl´ıcito, por lo que puede presentar ciertas inestabilidades
para pasos de tiempo demasiado grandes. Para la determinacio´n del paso de tiempo cr´ıtico (ts) se
utiliza la subrutina critts.
Al tratar-se de un problema temporal, en el ca´lculo interviene la matriz de masa. As´ı, despue´s
de haber definido el paso de tiempo cr´ıtico, se define esta matriz mediante la expresio´n:
Mij =
∫
Ω
ρNTi NjdΩ (3.62)
Con Ni y Nj las funciones de forma del nodo i y j, respectivamente.
Despue´s de la definicio´n de la matriz de masa, se asignan las fuerzas externas a los nodos. Como
se trata de un modelo de dan˜o, la fuerza aplicada a los nodos sera´ incremental, es decir, a cada paso
de tiempo e´sta se incrementara´ hasta llegar al estado u´ltimo. En este caso el incremento sera´ lineal,
es decir, el incremento de carga entre cada paso de tiempo sera´ igual y sera´ proporcional a la carga
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total final. En esta subrutina tambie´n se da la opcio´n de aplicar la carga de un solo golpe, es decir,
toda la carga final se aplica en una u´nica iteracio´n. De esta forma la carga total y incremental se
pueden describir como:
fext = fextFinal para t0
fext =
i−1
n−1fextFinal para t > t0
(3.63)
Donde n es el nu´mero de pasos de tiempos totales definido por el usuario y i es el paso en que
nos encontramos, siendo i = 1, 2, .., n. Con fextFinal = 50 MN .
Es importante actualizar la posicio´n de los nodos en cada paso de tiempo porque el efecto de
las cargas externas no sera´ el mismo si los nodos se desplazan significativamente. De esta forma,
las posiciones actualizadas se obtendra´n de la forma
Xupd = X + u (3.64)
Para la resolucio´n del problema mediante el me´todo de los elementos finitos, es necesario definir
las funciones de forma del elemento, as´ı como sus derivadas respecto los distintos ejes. Estas
funciones se definen sobre el elemento parame´trico de lado unidad, as´ı que tambie´n sera´ necesario
el Jacobiano para hacer la transformacio´n. Este conjunto se define en la subrutina bmatrix. Esta
subrutina esta´ incluida en el bucle de pasos de tiempo porque se considera que los desplazamientos
de los nodos pueden influir en el comportamiento del elemento. Si se considerara un problema
esta´tico, es decir, que los desplazamientos en los nodos fueran despreciables, esta subrutina podr´ıa
excluirse del bucle, reduciendo el coste computacional.
Obtenida la matriz B, podemos determinar la deformacio´n en cada nodo. Este paso se realiza
en la subrutina strainnod. Para obtener el tensor constitutivo del modelo de dan˜o propuesto,
sera´ necesario obtener el valor de la deformacio´n en el punto de Gauss. Esta deformacio´n se obtiene
en otra surbrutina, strainpoi, que depende de los valores de la deformacio´n en los nodos obtenidos
anteriormente.
Para hallar el tensor constitutivo del material se utilizan dos subrutinas. Una si se considera
que el material tiene un comportamiento ela´stico lineal y otra considerando un estado inela´stico
con la aparicio´n de dan˜o. En el primer caso (caso ela´stico) se activa la subrutina compmod, si se
considera el efecto del dan˜o en el material se usa la subrutina damgt.
Una vez tenemos el tensor constitutivo del material, la matriz de derivadas de las funciones de
forma, su jacobiano y el conjunto de pesos de los puntos de Gauss podemos calcular la matriz de
rigidez. Este ca´lculo se realiza en la subrutina stiff.
A partir de la matriz de rigidez y de los desplazamientos obtenidos en el paso de tiempo previo
se obtienen las fuerzas internas en los nodos.
fint,n = Kn · un (3.65)
Con estas fuerzas internas se calcula el vector de fuerzas residuales Rˆ que sera´ usado para
calcular el desplazamiento para el paso de tiempo sobre el que estamos trabajando.
Rˆn = fext,n − fint,n (3.66)
Llegado este punto, solo queda actualizar los desplazamientos en los nodos. Esta accio´n se
realiza mediante un me´todo expl´ıcito. Es decir, se utiliza el vector de fuerzas residuales, encontrado
a partir de los desplazamientos en los nodos del paso de tiempo previo, para determinar el campo
de desplazamientos en el paso de tiempo corriente.
En la subrutina se definen dos algoritmos para encontrar el nuevo campo de desplazamientos.
Uno segu´n el me´todo Europlexus y otro mediante el CDM. El usuario puede elegir cua´l es el que
quiere utilizar.
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En el siguiente esquema se detalla el algoritmo para el me´todo Europlexus.
an = M
−1 ·Rn
vn+ 12 = vn− 12 + ants
un+1 = un + vn+ 12 ts
(3.67)
El proceso iterativo sigue hasta que se llega al nu´mero de pasos de tiempo indicados por el
usuario al ejecutar la rutina.
Una vez obtenidos los valores para cada paso de tiempo, solo queda el postproceso de los
resultados, en el cual se obtienen las diferentes gra´ficas que nos servira´n para interpretar el com-
portamiento, tanto del programa como del material.
Subrutinas auxiliares
La subrutina elastmatplate contiene los valores del mo´dulo de deformacio´n, coeficiente de Pois-
son y densidad referentes a un material ela´stico iso´tropo. Las valores introducidos son:
E = 1, 0 · 10−4 MPa
ν = 0,0
ρ = 1000 Kg/m3
Es importante destacar que estos valores seran los utilizados en el ana´lisis del caso lineal ela´stico
y de dan˜o iso´tropo.
La subrutina Geomat contiene las mismas variables referentes al material que la anterior, pero
para el caso de material ela´stico orto´tropo. Esto implica que habra´ un para´metro diferente para
cada una de las tres direcciones. Tambie´n contiene los valores de los para´metros referentes a la
resistencia del material, el nu´mero de modos de fallo, para´metros de fallo y variables de dan˜o
iniciales.
La subrutina Composite contiene los valores de los para´metros de un material compuesto
aniso´tropo.
En la subrutina critts se define el paso de tiempo cr´ıtico que no debe ser superado si se quieren
evitar los posibles inestabilidades en la resolucio´n por el me´todo expl´ıcito.
Para obtener el tiempo cr´ıtico, esta rutina, necesita unos datos. A continuacio´n se mencionan
los inputs que necesita y los outputs que obtiene.
Inputs: E, ρ, X(Matriz de coordenadas de los nodos)
Outputs: ts
En primer lugar se determinan las longitudes de cada arista. Obtenidos estos valores se escoge
el valor de la arista ma´s corta (Le). As´ı, se determina el paso de tiempo cr´ıtico (ts) como:
ts =
Le√
E/ρ
(3.68)
Compmod Una vez tenemos las deformaciones, necesitamos saber la expresio´n del tensor consti-
tutivo del material para poder obtener los desplazamientos actualizados. Este tensor constitutivo,
en este programa, toma dos formas distintas dependiendo de si se considera el efecto del dan˜o en el
material o no. En el caso de que consideremos un material iso´tropo o orto´tropo, pero sin dan˜o; la
subrutina a utilizar para determinar el tensor constitutivo sera´ compmod. En el caso que el material
considerado sea el material compuesto con efecto del dan˜o, la subrutina a utilizar sera´ damgt.
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As´ı pues, en la subrutina compmod, se obtiene el tensor constitutivo constante tanto para el
caso iso´tropo como orto´tropo.
Para el problema de material iso´tropo, el tensor constitutivo se expresa segu´n la matriz C
calculada como se indica.
D =

1/E −ν/E −ν/E 0 0 0
−ν/E 1/E −ν/E 0 0 0
−ν/E −ν/E 1/E 0 0 0
0 0 0 1/(2G) 0 0
0 0 0 0 1/(2G) 0
0 0 0 0 0 1/(2G)
 (3.69)
Donde G = E2(1+ν) .
C = D−1 (3.70)
Damgt La subrutina damgt, como ya se ha comentado anteriormente, proporciona el tensor
constitutivo en el caso del efecto del dan˜o. Esta subrutina incorpora la formulacio´n referente al
modelo de dan˜o propuesto. Por este motivo, sera´ una subrutina muy importante en el proceso de
ca´lculo.
En la tabla1 que se muestra a continuacio´n aparecen los inputs que necesita y los outputs que
obtiene.
Inputs: eps, n, timestep, w
Outputs: Cw, w, φ, σ
En primer lugar se inicializa el proceso definiendo unas nuevas variables (epsb4 y sigb4)donde
se guardara´ el valor de la deformacio´n y tensio´n en el paso de tiempo previo, permitiendo calcular
la derivada temporal discretizando mediante diferencias hacia atra´s.
A continuacio´n se introducen los datos referentes a la curva tensio´n-deformacio´n para el exper-
imento de tensio´n de corte AS4/3501-6.
A partir de estos para´metros se obtiene la expresio´n del tensor constitutivo del material no
dan˜ado (C) que, expresado en forma matricial, queda de la forma siguiente.
C =

1−ν23ν32
E2E3∆
ν12−ν32ν13
E1E3∆
ν13−ν12ν23
E1E2∆ 0 0 0
ν12−ν32ν13
E1E3∆
1−ν13ν31
E1E3∆
ν23−ν21ν13
E1E2∆ 0 0 0
ν13−ν12ν23
E1E2∆
ν23−ν21ν13
E1E2∆
1−ν12ν21
E1E2∆ 0 0 0
0 0 0 Gs12 0 0
0 0 0 0 Gs23 0
0 0 0 0 0 Gs31

(3.71)
Con ∆ = 1−ν12ν21−ν23ν32−ν31ν13−2ν21ν32ν13E1E2E3 .
Definido el tensor constitutivo no dan˜ado, entra en juego la formulacio´n del modelo de dan˜o.
Para ello debemos definir en primer lugar los vectores directores de la evolucio´n del dan˜o.
Una vez definidos los vectores directores se obtiene la derivada temporal de la deformacio´n en
el instante de tiempo corriente de la forma:
1Notacio´n segu´n lo definido en el apartado 2 del cap´ıtulo 2.
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e rate = ˙ =
n − n−1
ts
(3.72)
El siguiente paso es escribir la matriz de dan˜o Mw. Ve´ase que, aunque se defina con la misma
notacio´n, esta matriz es distinta que la matriz de masa definida en la subrutina main.
Mw =

1
1−w1 0 0 0 0 0
0 11−w2 0 0 0 0
0 0 11−w3 0 0 0
0 0 0 11−w4 0 0
0 0 0 0 11−w5 0
0 0 0 0 0 11−w6

(3.73)
Entonces, siguiendo el modelo de dan˜o, se puede escribir el tensor constitutivo del material
dan˜ado usando la matriz de dan˜o y el tensor constitutivo no dan˜ado descrito anteriormente.
Cw = M
−1
w C (3.74)
Aplicando la ley constitutiva del material y usando la deformacio´n en el punto de Gauss obtenida
en la subrutina strainpoi, se determina el campo de tensiones en el elemento.
σ = Cw (3.75)
Una vez obtenidas las tensiones del elemento se introduce el criterio de fallo. En primer lugar
se definen las funciones Fiij para cada modo de fallo basadas en el campo de tensiones. As´ı pues,
para los distintos modos de fallo, las funciones que intervienen son:
1. Rotura de fibras (traccio´n):
F11,1 =
1
(1−w1)2X222 ; F44,1 =
1
(1−w4)2S122 ; F66,1 =
1
(1−w6)2S312 ;
f1 = σ
2
1F11,1 + σ
2
4F44,1 + σ
2
6F66,1
(3.76)
2. Pandeo de fibras (compresio´n):
F11,2 =
1
(1−w1)2X222 ; F44,2 =
1
(1−w4)2S122 ; F66,2 =
1
(1−w6)2S312 ;
f2 = σ
2
1F11,2 + σ
2
4F44,2 + σ
2
6F66,2
(3.77)
3. Quebradura de la matriz en la primera direccio´n transversal (traccio´n):
F22,3 =
1
(1−w2)2X222 ; F44,3 =
1
(1−w4)2S122 ; F55,3 =
1
(1−w5)2S232 ;
f3 = σ
2
2F22,3 + σ
2
4F44,3 + σ
2
5F55,3
(3.78)
4. Aplastamiento de la matriz en la primera direccio´n transversal (compresio´n):
F22,4 =
1
(1−w2)2X222 ; F44,4 =
1
(1−w4)2S122 ; F55,4 =
1
(1−w5)2S232 ;
f4 = σ
2
2F22,4 + σ
2
4F44,4 + σ
2
5F55,4
(3.79)
5. Quebradura de la matriz en la segunda direccio´n transversal (traccio´n):
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F33,5 =
1
(1−w3)2X332 ; F55,5 =
1
(1−w5)2S232 ; F66,5 =
1
(1−w6)2S312 ;
f5 = σ
2
3F33,5 + σ
2
5F55,5 + σ
2
6F66,5
(3.80)
6. Aplastamiento de la matriz en la segunda direccio´n transversal (compresio´n):
F33,6 =
1
(1−w3)2X332 ; F55,6 =
1
(1−w5)2S232 ; F66,6 =
1
(1−w6)2S312 ;
f6 = σ
2
3F33,6 + σ
2
5F55,6 + σ
2
6F66,6
(3.81)
Como la formulacio´n del modelo de dan˜o se basa en el espacio de deformaciones y no el de
tensiones, se definen las funciones Giij como criterio de fallo en el espacio de deformaciones a
partir de las funciones Fiij .
Gj = C
T
wFjCw (3.82)
Para cado modo de dan˜o j = 1, ..., 6.
Para definir las funciones de crecimiento del dan˜o se utiliza el vector gradiente de las funciones
gj , que se define como se muestra en la siguiente ecuacio´n.
∇gj = T
(
Gj +G
T
j
)
(3.83)
Para cada modo de dan˜o j = 1, ..., 6.
A partir de este resultado se obtienen las funciones de crecimiento (ϕ) como el producto escalar
del gradiente de las funciones gj y la derivada temporal de la deformacio´n. Tambie´n se debe destacar
que las funciones de crecimiento no pueden ser negativas, as´ı que si sale un valor negativo para
estas funciones se tomara´ ϕ = 0.
ϕj = 〈∇gj , ˙〉+ (3.84)
Para finalizar con la formulacio´n del modelo se define la regla de dan˜o que sera´ introducida en la
matriz de dan˜o Mw definida al principio de la subrutina. Para definir la evolucio´n del dan˜o, pues,
se aplican las funciones de crecimiento obtenidas sobre los vectores directores definidos tambie´n
con anterioridad. De esta forma se cierra el proceso, volvie´ndose a calcular en el paso de tiempo
siguiente el nuevo tensor constitutivo con el para´metro de dan˜o obtenido en el paso corriente.
w rate = w˙ =
∑
j
ϕjqj (3.85)
wn = w(n−1) + w˙ · ts (3.86)
Stiff Una vez obtenido el tensor constitutivo del material (C) para cada tipo de problema, se
debe obtener la matriz de rigidez del problema.Esta matriz se obtiene a partir de las matrices Bi,
la matriz constitutiva del material y los pesos correspondientes para la integracio´n nume´rica.
Cuando tenemos las matrices para cada nodo i = 1, ..., 8 y j = 1, ..., 8; solo resta hacer el
ensamblaje para obtener la matriz de rigidez total K.
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3.2. Algoritmos de los me´todos utilizados
Una vez descritas las formulaciones, se puede establecer un algoritmo que describe los pasos
que sigue la rutina con la implementacio´n de un me´todo de resolucio´n. Los algoritmos que se usan
para el caso de dan˜o isotropo, se muestra en los siguientes diagramas de flujo.
Para el caso ela´stico lineal, los algoritmos ser´ıan muy similares. En este caso, solo se diferencian
en que no hay ca´lculo de la variable de dan˜o y que para los casos impl´ıcitos, la matriz tangente se
puede sacar fuera del bucle de las iteraciones para cada paso de tiempo.
Para el me´todo de Crank-Nicolson solo se muestra el algor´ıtmo del caso ela´stico lineal ya que
en el caso de dan˜o iso´tropo no se ha utilizado.
Inicializacio´n: t0, poi, wp, ts, M, fextFinal
{Ni,
∂Ni
∂xj
, Jacob, B, C}
Pasos de carga: n = 1, 2, ..., nFinal
fext,n =
n−1
nFinal−1
fextFinal
Kt,n+1 =
∫
V (1 − d)BTC0BdV −
∫
V
1
d
BTC0Bun+1 ⊗BTC0Bun+1dV
fint,n = Knun
Rˆn = fext,n − fint,n
Me´todo Europlexus:
an = M
−1Rˆn
v
n+ 1
2
= v
n− 1
2
+ ants
un+1 = un + vn+ 1
2
ts
un+1D
= u∗n+1
d =
√
(un+1)
TBTC0Bun+1
Final del paso de carga: n = n + 1
Cuadro 3.1: Algoritmo del me´todo expl´ıcito para el caso de dan˜o iso´tropo
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Inicializacio´n: t0, poi, wp, ∆t, M, C, fextFinal
{Ni,
∂Ni
∂xj
, Jacob, B}
Pasos de carga: n = 0, 1, 2, ..., (nFinal − 1)
fext,n+1 =
n
nFinal
fextFinal
Kt,n+1 =
∫
V (1 − d)BTC0BdV −
∫
V
1
d
BTC0Bun+1 ⊗BTC0Bun+1dV
Dn+1 =
(
M
∆t2
+Kt,n+1
)
Rn+1 =
M
∆t
(
un
∆t
+ v
n+ 1
2
)
+ fext,n+1
Gn+1 = Dn+1un+1 −Rn+1
Iteraciones: k = 1, 2, ...
δukn+1 = −
(
Dkn+1
)−1
G
k−1
n+1
ukn+1 = u
k−1
n+1
+ δukn+1
dk =
√
(uk
n+1
)TBTC0Buk
n+1
Si ||Gk−1
n+1
|| < f ||fext,n+1|| y ||δukn+1|| < u||ukn+1||:
un+1 = u
k
n+1
Fin bucle de iteraciones
Kkt,n+1 =
∫
V
(
1 − dk
)
BTC0BdV − ∫V 1dBTC0Bukn+1 ⊗BTC0Bukn+1dV
Dkn+1 =
(
M
∆t2
+Kkt,n+1
)
Gkn+1 = D
k
n+1u
k
n+1 −Rn+1
k = k + 1
Fin de la iteracio´n
v
n+ 1
2
=
un+1−un
∆t
un = u(n+1)
Final del paso de carga: n = n + 1
Cuadro 3.2: Algoritmo del me´todo de Euler hacia atra´s para el caso de dan˜o iso´tropo
Inicializacio´n: t0, poi, wp, ∆t, M, C, fextFinal
{Ni,
∂Ni
∂xj
, Jacob, B}
Pasos de carga: n = 0, 1, 2, ..., (nFinal − 1)
fext,n+1 =
n
nFinal
fextFinal
Kt,n+1 =
∫
V (1 − d)BTC0BdV −
∫
V
1
d
BTC0Bun+1 ⊗BTC0Bun+1dV
Dn+1 =
(
4
∆t2
M +Kt,n+1
)
Rn+1 = M
[
4
∆t
(
un
∆t
+ vn
)
+ an
]
+ fext,n+1
Gn+1 = Dn+1un+1 −Rn+1
Iteraciones: k = 1, 2, ...
δukn+1 = −
(
Dkn+1
)−1
G
k−1
n+1
ukn+1 = u
k−1
n+1
+ δukn+1
dk =
√
(uk
n+1
)TBTC0Buk
n+1
Si ||Gk−1
n+1
|| < f ||fext,n+1|| y ||δukn+1|| < u||ukn+1||:
un+1 = u
k
n+1
Fin bucle de iteraciones
Kkt,n+1 =
∫
V
(
1 − dk
)
BTC0BdV − ∫V 1dBTC0Bukn+1 ⊗BTC0Bukn+1dV
Dkn+1 =
(
4
∆t2
M +Kkt,n+1
)
Gkn+1 = D
k
n+1u
k
n+1 −Rn+1
k = k + 1
Fin de la iteracio´n
an+1 =
un+1−un
∆t
−vn
∆t
4
− an
vn+1 =
∆t
2
(
an+1 + an
)
+ vn
un = u(n+1)
Final del paso de carga: n = n + 1
Cuadro 3.3: Algoritmo del me´todo de Newmark para el caso de dan˜o iso´tropo
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Inicializacio´n: t0, poi, wp, ∆t, M, C, fextFinal
Pasos de carga: n = 0, 1, 2, ..., (nFinal − 1)
fext,n+1 =
n
nFinal
fextFinal
{Ni,
∂Ni
∂xj
, Jacob, B}n+1
Kn+1 =
∫
V (Bn+1)
TCBn+1dV
D
n+ 1
2
= 2
∆t2
M + 1
4
(
Kn+1 +Kn
)
Iteraciones: k = 1, 2, ...
u0n+1 = un
v0n+1 = vn
a0
n+ 1
2
=
u0n+1−u0n
∆t
−v0n
∆t
2
G0n+1 = Ma
0
n+ 1
2
+ 1
2
(
Kn+1 +Kn
)
u0n+1 − 12
(
fext,n+1 + fext,n
)
R
n+ 1
2
= M
[
2
δ
(
un
∆t
+ vn
)]
− 1
4
(
Kn+1 +Kn
)
un +
1
2
(
fext,n+1 + fext,n
)
G
k−1
n+1
= D
n+ 1
2
u
k−1
n+1
−R
n+ 1
2
Si ||Gk−1
n+1
|| ≥ ||fext,n+1||:
δukn+1 = −
(
D
n+ 1
2
)−1
G
k−1
n+1
ukn+1 = u
k−1
n+1
+ δukn+1
Final de la iteracio´n: k − 1 = k
Si ||Gk−1
n+1
|| < ||fext,n+1||:
un+1 = u
k−1
n+1
a
n+ 1
2
=
un+1−un
∆t
−vn
∆t
2
vn+1 =
∆t
2
(
an+1 + an
)
+ vn
Final del paso de carga: n = n + 1
Cuadro 3.4: Algoritmo del me´todo de Crank-Nicolson para el caso ela´stico lineal
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Cap´ıtulo 4
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1. Problema analizado
1.1. Caso elemental 3D
Una vez obtenidos los distintos algoritmos, e´stos se aplican a la resolucio´n del problema para
un elemento las caracter´ısticas del cual se dan en este apartado.
1.1.1. Geometr´ıa del elemento
Siguiendo en la l´ınea del ana´lisis del programa piloto descrito anteriormente, se define la misma
geometr´ıa del elemento. En este caso se trata de un elemento hexae´drico no regular de dimensiones
iguales a las que se muestran en la siguiente figura (Figura 4.1).
Figura 4.1: Geometria del elemento
1.1.2. Condiciones de contorno y carga aplicada
Las condiciones de contorno a considerar tambie´n son iguales que las definidas en el programa
piloto. De esta forma, el elemento esta empotrado en una cara y tiene el resto de caras libres.
Por lo que se refiere a las cargas externas aplicadas se sigue el mismo razonamiento. Se aplica
una carga en direccio´n del eje x y de valor 50MN en la cara opuesta al empotramiento.
Fext = 50MN
En la figura siguiente se muestra un resumen de la geometr´ıa, condiciones de contorno y cargas
aplicadas, teniendo en cuenta que la fuerza aplicada se divide en 4 fuerzas de valor Px =
Fext
4
aplicadas a cada uno de los nodos de la cara donde se aplica la carga.
Figura 4.2: Condiciones de contorno y de carga consideradas para el ana´lisis del elemento
1.2. Caso multielemental 2D
1.2.1. Definicio´n de la geometr´ıa y condiciones de contorno
Para realizar el ana´lisis multidimensional con dan˜o no local se define una geometr´ıa sencilla que
nos permita analizar fa´cilmente los resultados obtenidos con la formulacio´n implementada. Esta
geometr´ıa tambie´n debe ser comparable con alguna estructura real para poder ver si los resultados
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obtenidos son f´ısicamente cre´ıbles. Por otro lado, se debe tener en cuenta que no se pretende
estudiar el comportamiento de una estructura real, sino el comportamiento de la formulacio´n. Por
este motivo es importante que el conjunto analizado no tenga complejidades geome´tricas y que
se pueda discretizar con un nu´mero pequen˜o de elementos, evitando de esta forma que el coste
computacional del ana´lisis sea excesivo.
Cumpliendo con estas condiciones, la geometr´ıa escogida para el problema es la de una placa
rectangular, las dimensiones de la cual se definen en la siguiente imagen.
Figura 4.3: Diagrama de las subrutinas que intervienen
Como podemos ver, las condiciones de contorno utilizadas son parecidas a las que ten´ıamos para
el caso de un u´nico elemento. De esta forma podemos comparar en cierta medida el comportamiento
de ambos modelos.
De igual forma que las condiciones de contorno, las fuerzas externas aplicadas a la placa son
en la misma direccio´n que en el caso anterior.
2. Caso ela´stico lineal
Una vez tenemos definido el problema y los distintos algoritmos para los me´todos impl´ıcitos
propuestos, se analizan los resultados y se comparan con el me´todo expl´ıcito. Esta comprobacio´n
es importante porque nos permite ver la fiabilidad de los me´todos, as´ı poder establecer cual es el
ma´s ido´neo para la implementacio´n en el caso no lineal.
Es importante puntualizar que la implementacio´n de los me´todos impl´ıcitos en el caso lineal no
aporta ventajas significativas, ya que estos me´todos convergen al equilibrio en la primera iteracio´n.
Pese a que las ventajas de la implementacio´n para el caso lineal no sean evidentes, si lo sera´n, o
se espera que lo sean, para el caso no lineal. As´ı pues, antes de la implementacio´n para el caso no
lineal es importante hacer una buena puesta a punto de los me´todos, es decir, implementarlos para
el caso lineal y comparar los resultados, que deber´ıan ser similares.
Para realizar este ana´lisis se trabaja con una malla de un u´nico elemento 3D. Este elemento es
el definido anteriormente en el apartado 1.1.
2.1. Test de fuerza incremental
Para realizar este ana´lisis consideramos un test de compresio´n, con las fuerzas actuando u´nica-
mente sobre la direccio´n x del elemento. El paso de tiempo (∆t), que es el mismo para todos los
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me´todos, es el definido como cr´ıtico en la subrutina critts (ts1). El nu´mero de pasos sera´ de 20
(nFinal = 20).
2.1.1. Evolucio´n de la deformacio´n con el tiempo
En primer lugar se muestra una gra´fica con la evolucio´n de la deformacio´n respecto los pasos de
tiempo. En este caso, se trabaja con la componente de la deformacio´n xx ya que es la u´nica que se
ve modificada por la actuacio´n de las fuerzas externas, recordemos que solo tienen la componente
x distinta a cero (Figura 4.4).
Se espera que la evolucio´n de la deformacio´n con el tiempo siga un comportamiento parabo´lico.
Al tratarse de un problema dina´mico (intervienen fuerzas dina´micas en la ecuacio´n de equilibrio),
este comportamiento viene dado por la dependencia cuadra´tica de los desplazamientos respecto
del tiempo.
Figura 4.4: Evolucio´n de la deformacio´n xx respecto del tiempo para los distintos me´todos
Podemos observar que hay cierta diferencia entre los distintos me´todos. Se observa que el
me´todo impl´ıcito de Euler hacia atra´s (Backward Euler) da unos resultados ligeramente distintos
a los del resto de me´todos. Este comportamiento es debido a que la aceleracio´n se calcula en el
instante de tiempo n, pero la fuerza aplicada es la del instante n+ 1.
Para el caso de Newmark, las fuerzas externas sera´n las del instante n + 1, igual que la acel-
eracio´n. As´ı pues, se puede ver que la deformacio´n del paso n del me´todo de Newmark es inferior
a la deformacio´n del paso n del me´todo BE porque la fuerza aplicada es menor.
Una cosa similar pasa con el me´todo de Crank-Nicolson. En este caso la fuerza externa es la
del instante n+ 12 , pero los desplazamientos se evalu´an en n+ 1. De esta forma puede observarse
que la deformacio´n del me´todo de Crank-Nicolson sigue la misma evolucio´n que para el me´todo de
Newmark.
2.1.2. Tensio´n-Deformacio´n
Para poder demostrar que el comportamiento de los me´todos es ela´stico lineal se muestra el
gra´fico de tensio´n-deformacio´n (Figura 4.5). En este gra´fico se representa la tensio´n σxx respecto
la deformacio´n xx.
Podemos ver que para todos los me´todos se sigue una ley lineal con el mismo mo´dulo de
elasticidad. Este comportamiento es correcto, ya que la tensio´n depende de la deformacio´n segu´n el
1Tal como se define en el apartado 3.1.1 del Cap´ıtulo 3:
ts =
Le√
E
ρ
Con Le la longitud de la arista ma´s corta, E el mo´dulo de elasticidad y ρ la densidad.
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Figura 4.5: Gra´fico tensio´n - deformacio´n para el caso ela´stico lineal
tensor constitutivo del material. Al estar analizando un caso ela´stico lineal, este tensor constitutivo
es constante para cada instante de tiempo.
Los valores de las tensiones y deformaciones en cada paso de tiempo son muy similares para
los cuatro me´todos. La pequen˜a diferencia entre los valores para los distintos me´todos se debe a
que para cada instante de tiempo, la deformacio´n calculada es distinta para cada me´todo.
Tambie´n se puede observar que el me´todo impl´ıcito Backward Euler llega ma´s lejos en la
evolucio´n lineal del gra´fico tensio´n-deformacio´n. Este comportamiento se debe a que, como ya se
ha comentado anteriormente, en este me´todo las fuerzas externas se evalu´an en el instante n+ 1 y
la aceleracio´n al instante n, mientras que para los me´todos impl´ıcitos Crank-Nicolson y Newmark
y para el me´todo expl´ıcito esta evaluacio´n se hace en el instante n + 12 y n + 1, respectivamente.
As´ı pues, en el instante de tiempo 20 para los casos de Crank-Nicolson, Newmark y expl´ıcito los
valores de la deformacio´n y la tensio´n sera´n los equivalentes al instante 19 para el caso de Backward
Euler.
2.2. Test de impacto
Para verificar el comportamiento de los me´todos impl´ıcitos y comprobar que son ma´s eficaces
que el me´todo expl´ıcito, se realiza un test de impacto. En este test se pretende comprobar que para
un intervalo de tiempo superior al cr´ıtico, el me´todo expl´ıcito es inestable y los me´todos impl´ıcitos
estables.
El test de impacto consiste en aplicar una fuerza en el primer instante de tiempo y despue´s
retirarla.
El comportamiento esperado del elemento frente a esta accio´n y considerando el caso ela´stico
lineal sin amortiguamiento, es que la deformacio´n siga un movimiento oscilatorio a lo largo del
tiempo.
En el caso del me´todo expl´ıcito, si el paso de tiempo es superior al cr´ıtico, se espera que la
deformacio´n siga un movimiento oscilatorio, pero con un aumento de la amplitud en cada ciclo.
De esta forma, el me´todo se vuelve inestable, dando resultados claramente distintos a la realidad.
En cambio, par un me´todo impl´ıcito, la amplitud del movimiento oscilatorio de la deformacio´n
se deber´ıa mantener constante a lo largo del tiempo.
En este test se realizara´ el ana´lisis para cuatro casos con distinto paso de tiempo. Estos pasos
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Figura 4.6: Fuerza externa aplicada al elemento en funcio´n del tiempo en el caso de impacto
de definen con las siguientes prescripciones.
1. Paso de tiempo igual al definido en la subrutina critts (∆t = ts).
2. Paso de tiempo igual al cr´ıtico obtenido con el valor propio de la matriz de rigidez ma´ximo:
∆t = ∆tcrit =
2
λmax
3. Paso de tiempo diez veces superior al cr´ıtico (∆t = 10∆tcrit).
4. Paso de tiempo cincuenta veces superior al cr´ıtico (∆t = 50∆tcrit).
5. Paso de tiempo en el que se inicia la inestabilidad
Para todos los casos se considera que el numero de pasos es 500.
Caso1 (∆t = ts)
En el gra´fico que se puede ver a continuacio´n (Figura 4.7)se muestra la evolucio´n de la defor-
macio´n con los distintos me´todos, en funcio´n del tiempo.
Figura 4.7: Evolucio´n de la deformacio´n xx respecto del tiempo en el caso ela´stico lineal 1
En la figura anterior nos percatamos claramente de la presencia de una inestabilidad en el
me´todo expl´ıcito. E´sta no es la respuesta esperada, pues la deformacio´n para todos los me´todos
deber´ıa seguir un movimiento oscilatorio constante.
Vemos pues, que el incremento de tiempo definido con la subrutina critts es superior al cr´ıtico
para el me´todo expl´ıcito. Hay que tener en cuenta que en esta subrutina se define el incremento
de tiempo a partir de las dimensiones del elemento y no se tiene en cuenta los valores propios de
la matriz de rigidez del problema.
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En este caso el incremento utilizado, teniendo en cuenta la descripcio´n hecha de la rutina inicial,
toma un valor de:
∆t = 0, 0316s
Para poder ver la evolucio´n de todos los me´todos y compararlos entre ellos se debe definir un
incremento de tiempo mucho ma´s pequen˜o. Como ma´ximo, lo suficientemente pequen˜o para que
el me´todo expl´ıcito no tenga ninguna inestabilidad.
Caso 2 (∆t = ∆tcrit)
En la Figura 4.8 se presenta la evolucio´n de la deformacio´n para el caso 2, es decir, con un
incremento de tiempo igual al definido como cr´ıtico segu´n los valores propios de la matriz de rigidez
del problema.
Figura 4.8: Evolucio´n de la deformacio´n xx respecto del tiempo en el caso ela´stico lineal 2
Al tratarse de un incremento de tiempo tan pequen˜o, con 500 pasos de tiempo no se llega a
describir ni una cuarta parte de una oscilacio´n. Por este motivo, en los resultados presentados no
se puede apreciar diferencia alguna entre los distintos me´todos.
Para este caso, el incremento de tiempo toma un valor de:
∆t = 9, 901 · 10−6s
Si lo comparamos con el incremento de tiempo del caso anterior, podemos ver que es mucho
ma´s pequen˜o con lo que el comportamiento sera´ el mismo para todos los me´todos, sin la aparicio´n
de inestabilidades para el caso expl´ıcito.
Caso 3 (∆t = 10∆tcrit)
La deformacio´n para este caso se muestra en la Figura 4.9. En este caso se espera que el
resultado sea parecido al obtenido en el caso anterior ya que el incremento de tiempo sigue siendo
muy pequen˜o.
∆t = 9, 901 · 10−5s
Para este caso se aprecia el ma´ximo de la primera oscilacio´n. Se puede ver que todos los
me´todos siguen la misma l´ınea. Este comportamiento es normal, pues el incremento de tiempo es
tan pequen˜o que las diferencias entre los me´todos son inapreciables.
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Figura 4.9: Evolucio´n de la deformacio´n xx respecto del tiempo en el caso ela´stico lineal 3
Caso 4 (∆t = 50∆tcrit)
Siguiendo con los casos planteados, en este se pretende poder mostrar la evolucio´n de la defor-
macio´n con un incremento de tiempo 50 veces superior al definido como cr´ıtico.
Este incremento de tiempo toma el valor de:
∆t = 4, 955 · 10−4s
La evolucio´n de la deformacio´n se muestra en la siguiente imagen (Figura 4.10).
Figura 4.10: Evolucio´n de la deformacio´n xx respecto del tiempo en el caso ela´stico lineal 4
Si nos fijamos en la figura anterior, podemos ver que, tal como sucede en el caso 1, el me´todo
de Euler hacia atra´s sufre una ligera amortiguacio´n.
Por lo que se refiere al me´todo expl´ıcito, vemos que sigue una ley oscilatoria con periodo y
amplitud constante, de la misma forma que los me´todos impl´ıcitos de Newmark y Crank-Nicolson.
En este caso, pero, se puede apreciar con ma´s precisio´n la evolucio´n de una oscilacio´n y se puede
ver que el me´todo expl´ıcito difiere ligeramente de los me´todos de Newmark y Crank-Nicolson, los
cuales siguen una misma l´ınea.
Caso 5 (∆t = 134,4∆tcrit)
Finalmente, para el caso 5, la evolucio´n de la deformacio´n es la que se muestra en la figura 4.11.
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En este caso, el incremento de tiempo es ma´s de 2 veces superior al anterior, pero sera´ inferior al
considerado en el primer caso. Para este caso se busca el punto en el que aparece la inestabilidad2
para el me´todo expl´ıcito.
∆t = 0, 0013s
Figura 4.11: Evolucio´n de la deformacio´n xx respecto del tiempo en el caso ela´stico lineal 5
Efectivamente, si nos fijamos en la Figura 4.11 podemos apreciar una inestabilidad clara para
el me´todo expl´ıcito. En este caso, el incremento de tiempo es inferior al definido por la subrutina
critts, por lo tanto queda claro que esta inestabilidad viene dada por las restricciones de los me´todos
expl´ıcitos, en cuanto a incrementos de tiempo se refiere, con la definicio´n de la matriz de rigidez
del problema.
En cuanto al resto de me´todos, siguen el mismo comportamiento que el obtenido para los casos
anteriores. El me´todo de Euler hacia atra´s tiene un amortiguamiento que hace que su amplitud
de oscilacio´n vaya disminuyendo a lo largo del tiempo. Los me´todos impl´ıcitos de Newmark y
Crank-Nicolson siguen el mismo movimiento oscilatorio con amplitud y periodo constante.
Teniendo en cuenta los resultados presentados para este caso, podemos afirmar que los me´todos
impl´ıcitos de Newmark y Crank-Nicolson son los ma´s eficaces y los que no presentan ninguna
alteracio´n.
Hace falta an˜adir que estos dos me´todos presentan los mismos resultados, por lo que en ana´lisis
posteriores solo se va a analizar el me´todo impl´ıcito de Newmark y Euler hacia atra´s.
3. Caso de dan˜o local iso´tropo
Una vez implementados los algoritmos para el caso de dan˜o iso´tropo en el programa solo resta
hacer el ana´lisis de los resultados obtenidos para este modelo.
Igual que en el caso ela´stico lineal, este ana´lisis se realiza con un u´nico elemento 3D.
3.1. Test de fuerza incremental
Para realizar el ana´lisis se hace el mismo test que se ha descrito para el caso ela´stico lineal.
As´ı pues, se somete el cuerpo a una fuerza de compresio´n progresiva, es decir, para cada paso de
2El tiempo donde se inicia la inestabilidad no se calcula de forma exacta, sino que se va aumentando el incremento
de tiempo (∆t) hasta que se distingue gra´ficamente.
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tiempo, la fuerza aplicada se incrementa de forma proporcional. De este modo, en el instante inicial
tenemos una fuerza nula que va creciendo segu´n aumentan los pasos de tiempo.
Para obtener un resultado exhaustivo de la solucio´n los pasos de tiempo se definen como el
incremento cr´ıtico definido en el test de impacto del caso lineal.
∆t = ∆tcrit
3.1.1. Tensio´n-Deformacio´n
Uno de los posibles problemas que puede aparecer en la resolucio´n es que los desplazamientos
dependen de los incrementos de fuerza. Con la aplicacio´n de un modelo de dan˜o, hay un instante
donde la tensio´n en el material para de crecer y empieza a disminuir. En este punto la tangente de
la curva tensio´n - deformacio´n es horizontal y para un incremento de fuerza, la ecuacio´n de equi-
librio no converge o converge muy lentamente. Para evitar este problema se impone una condicio´n
adicional a los incrementos de desplazamiento de cada iteracio´n.
Figura 4.12: Gra´fico tensio´n - deformacio´n para el caso de danyo iso´tropo
En el gra´fico anterior (Figura 4.12) podemos ver la evolucio´n de la tensio´n en funcio´n de la
deformacio´n del elemento. Se aprecia claramente el cara´cter no lineal del problema, pues la gra´fica
sigue una ley parabo´lica. E´sta para´bola viene dada por la dependencia cuadra´tica de la tensio´n
respecto la deformacio´n.
3.1.2. Evolucio´n de la variable de dan˜o
Si nos fijamos en la evolucio´n de la variable de dan˜o d respecto el nu´mero de iteraciones vemos
que sigue la siguiente forma (Figura 4.13).
Vemos que la variable de dan˜o no sigue una ley lineal en el tiempo, sino que va creciendo
de forma cuadra´tica cuando crecen los pasos de tiempo. Este comportamiento se puede explicar
teniendo en cuenta la relacio´n entre la variable de dan˜o y la deformacio´n. Esta relacio´n es lineal,
entonces, si la deformacio´n varia cuadra´ticamente con el tiempo, la variable de dan˜o tambie´n lo
hara´.
3.1.3. Evolucio´n del vector G
Otra variable que debe ser analizada para este caso es el vector G, que es igual a cero cuando
se cumple el equilibrio. La no linealidad del problema se refleja en el nu´mero de iteraciones que se
deben efectuar en cada paso de tiempo para que este vector sea igual a cero.
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Figura 4.13: Evolucio´n de la variable de dan˜o d
A continuacio´n se muestra la evolucio´n de la norma del vector G (||G||) a lo largo de las
iteraciones y pasos de tiempo. Como es lo´gico, al final de las iteraciones de cada paso de tiempo,
la norma de este vector sera´ nula, cumpliendo el criterio de convergencia. Por este motivo, en la
figura so´lo se representa la norma del vector G de la primera iteracio´n de cada paso de tiempo
(G0).
Figura 4.14: Evolucio´n de la noma del verctor G inicial
Esta variable sigue dos evoluciones en el tiempo, una de general y otra de particular. La general
muestra el valor inicial de la variable en cada incremento de tiempo. En cambio, la evolucio´n
particular, que esta´ bien definida en la imagen anterior, depende de las iteraciones que se efectu´an
dentro del paso de tiempo.
Si nos fijamos en la evolucio´n general de la norma de G0 podemos ver que sigue un compor-
tamiento cuadra´tico respecto del tiempo. Este comportamiento se podr´ıa relacionar con el com-
portamiento de la variable d respecto del tiempo, puesto que el vector G depende de la variable
de dan˜o.
Para analizar el comportamiento particular en cada incremento de tiempo se muestran los
siguientes gra´ficos correspondientes a distintos instantes de tiempo con la variable de dan˜o fijada.
En este caso se ha optado por una escala logar´ıtmica para poder ver el grado de convergencia a la
solucio´n para cada paso de tiempo representado.
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Figura 4.15: Evolucio´n de la norma de G para los pasos de tiempo determinados en el me´todo de
Euler hacia atra´s y Newmark, respectivamente. Test incremental.
En este grafico queda claro que la convergencia de las distintas iteraciones sigue ma´s o menos
el mismo grado. Podemos ver que las rectas son casi paralelas entre s´ı, por lo que los grados de
convergencia variara´n poco.
Para definir el grado de convergencia de las iteraciones se muestra la tabla siguiente con los
distintos valores para cada me´todo.
Me´todo de Euler hacia atra´s Me´todo de Newmark
d log10(||G||) Grado log10(||G||) Grado
Iteracio´n 1 Iteracio´n 2 Iteracio´n 1 Iteracio´n 2
0,10 3,00 -11,14 -3,71 3,60 -10,30 -2,86
0,25 3,23 -10,54 -3,26 3,83 -9,78 -2,56
0,50 3,37 -13,38 -3,97 3,97 -9,63 -2,43
0,75 3,42 -10,08 -2,95 4,02 -9,33 -2,32
0,90 3,43 -10,00 -2,92 4,03 -9,33 -2,31
Cuadro 4.1: Ana´lisis de convergencia para el test incremental en el caso de dan˜o iso´tropo
En la tabla anterior podemos ver que el grado de convergencia de la funcio´n G es mayor que
2. Vemos que para valores ma´s grandes de dan˜o, la convergencia tambie´n es mayor.
El problema que observamos en estos datos es que solo tenemos dos iteraciones antes de la
convergencia, con lo que la determinacio´n del grado de convergencia a la solucio´n es poco preciso.
Al tratarse de incrementos de tiempo muy pequen˜os y con una fuerza incremental, los dos
me´todos convergen de forma ma´s que cuadra´tica. Para apreciar mejor el cara´cter cuadra´tico de la
convergencia a la solucio´n de los dos me´todos impl´ıcitos, se realizara´ el ana´lisis de convergencia
para el test de impacto. En este caso, al tener una evolucio´n de la deformacio´n mucho ma´s variable,
sera´n necesarias ma´s iteraciones en cada paso de tiempo.
3.2. Test de impacto
Una vez implementados los distintos me´todos de resolucio´n para el modelo de dan˜o iso´tropo y
analizados los resultados para el caso de carga creciente, se realiza un test de impacto de la misma
forma que en el caso ela´stico lineal.
Como se ha descrito en el caso ela´stico lineal, el test de impacto consiste en aplicar una fuerza
externa en el primer paso de tiempo y despue´s quitarla, permitiendo que el cuerpo se deforme
siguiendo una ley oscilatoria (Figura 4.16).
En este caso, pero, al tener dan˜o en el material, el comportamiento sera´ distinto, ya que el dan˜o
crece con la deformacio´n del elemento, de forma que a medida que la deformacio´n crezca tambie´n
lo hara´ el dan˜o en el material. Si la deformacio´n llega a la amplitud ma´xima del caso de carga sin
que la variable de dan˜o haya llegado a su valor ma´ximo (d = 1), el elemento seguira´ un movimiento
oscilatorio. En cambio, si la variable de dan˜o llega a su valor ma´ximo antes de que la deformacio´n
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alcance su ma´xima amplitud, el material alcanza la rotura total por lo que no se dara´ ningu´n tipo
de movimiento del elemento.
3.2.1. Fuerza distinta para cada caso de carga
Dado que nos interesa ver el comportamiento oscilatorio para cada me´todo, las fuerzas externas
aplicadas al elemento variara´n de forma que no se alcance la rotura del material, pudiendo analizar
el estado permanente despue´s del dan˜o ma´ximo para distintos incrementos de tiempo. Es lo´gico
pensar que para incrementos de tiempo ma´s grande tendremos que aplicar una fuerza ma´s pequen˜a
si queremos que el material no llegue a la rotura. Esto se justifica teniendo en cuenta que el tiempo
durante el cual se aplica la fuerza es igual al de un incremento de tiempo, por lo que para un
incremento ma´s grande las deformaciones inducidas tambie´n sera´n mayores. Tambie´n se explica
por el impulso ejercido por la fuerza sobre el cuerpo.
A grandes rasgos, el impulso se define como la fuerza multiplicada por el tiempo que esta
esta´ actuando. As´ı para una misma fuerza, si aumentamos el incremento de tiempo, el impulso
sera´ mayor.
Figura 4.16: Fuerza externa aplicada al elemento en funcio´n del tiempo en el caso de impacto
De la misma forma que en el caso ela´stico lineal, se tratara´n distintos casos de carga, variando
los incrementos de tiempo y la fuerza aplicada. Por otro lado, el test se ralizara´ con los mismos
para´metros con los que se ha contado en el caso ela´stico lineal, es decir, test de compresio´n, con
500 pasos de tiempo.
Caso 1 (∆t = ∆tcrit, F0 = FextFinal)
En este caso el incremento de tiempo utilizado es el tiempo cr´ıtico que se define segu´n el
criterio utilizado en el test de impacto para el caso ela´stico lineal. Este incremento de tiempo es
muy pequen˜o, por lo que, con 500 pasos de tiempo, el intervalo descrito de la evolucio´n del elemento
sera´ muy pequen˜o.
A continuacio´n se puede ver la evolucio´n de la deformacio´n del elemento respecto del tiempo
para los distintos me´todos en este caso de carga.
Como se puede observar, se sigue el mismo comportamiento en todos los me´todos implementa-
dos. Para ver que´ estado de dan˜o se ha alcanzado en esta evolucio´n de la deformacio´n, se muestra
la siguiente imagen (Figura 4.18), donde aparece la variable de dan˜o d en funcio´n del tiempo.
Se ve que transcurren los 500 pasos sin que se alcance la rotura del material, llegando la variable
d a un valor de 1,15 · 10−4 de un ma´ximo de 1.
En este caso se ve claro que los incrementos de tiempo son suficientemente pequen˜os para que
las deformaciones y el dan˜o para los distintos me´todos de resolucio´n sean iguales. As´ı pues, si
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Figura 4.17: Evolucio´n de la deformacio´n xx respecto del tiempo en el caso de dan˜o iso´tropo 1
Figura 4.18: Evolucio´n de la variable de dan˜o d respecto del tiempo en el caso de dan˜o iso´tropo 1
queremos ver diferencias entre los distintos me´todos tendremos que aumentar el incremento de
tiempo ∆t.
Caso 2 (∆t = 10∆tcrit, F0 = FextFinal)
Visto que en el caso anterior no se apreciaban diferencias entre los distintos me´todos, para este
caso se ha aumentado el incremento de tiempo diez veces (∆t = 10∆tcrit), manteniendo la fuerza
inicial (F0 = FextFinal).
Si nos fijamos en la evolucio´n de la deformacio´n con el tiempo, se obtiene la siguiente gra´fica.
Figura 4.19: Evolucio´n de la deformacio´n xx respecto del tiempo en el caso de dan˜o iso´tropo 2
Para este caso, con 500 pasos se describe un tramo mayor de la evolucio´n de la deformacio´n
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en funcio´n del tiempo. Podemos ver en la Figura 4.19 como la evolucio´n alcanza un ma´ximo y
empieza a disminuir. Se puede intuir, pues, que la deformacio´n seguira´ una ley sinusoidal a partir
de este punto.
Cuando la deformacio´n alcanza el ma´ximo, la variable de dan˜o tambie´n lo hace; mantenie´ndose
constante a partir de este punto.
Figura 4.20: Evolucio´n de la variable de dan˜o d respecto del tiempo en el caso de dan˜o iso´tropo 2
Para verificar este comportamiento se muestra la evolucio´n de la variable de dan˜o d en funcio´n
del tiempo (Figura 4.20). En efecto, a partir del momento en que la deformacio´n alcanza el ma´ximo,
el dan˜o permanece constante.
Podemos destacar tambie´n, que tanto la deformacio´n como la variable de dan˜o presentan valores
ma´s elevados que en el caso anterior. Esto es debido al efecto de un mayor impulso, comentado en
el inicio del apartado.
Puesto que lo que nos interesa ver es el comportamiento de los distintos me´todos con una
evolucio´n ma´s prolongada de la deformacio´n, en el pro´ximo caso se aumentara´ el incremento de
tiempo utilizado para el ca´lculo.
Caso 3 (∆t = 50∆tcrit, F0 = FextFinal)
Como en los casos anteriores la variable de dan˜o alcanzaba un ma´ximo muy pequen˜o, podemos
aumentar el incremento de tiempo sin que el material llegue a la rotura. De esta forma observaremos
una mayor evolucio´n de la deformacio´n.
Para este caso se utiliza un incremento de tiempo 5 veces superior al caso anterior (∆t =
50∆tcrit), lo que nos permitira´ ver ma´s de una oscilacio´n de la deformacio´n en 500 pasos de
tiempo. La fuerza se mantiene constante (F0 = FextFinal).
Este comportamiento se muestra en la siguiente figura.
Podemos ver que en este caso la deformacio´n sigue una ley oscilatoria una vez aplicada la fuerza
inicial. Se aprecian ciertas diferencias entre los tres me´todos implementados. El me´todo impl´ıcito
de Euler hacia atra´s presenta una amortiguacio´n de las oscilaciones, mientras que los otros dos
me´todos se mantienen con amplitud y periodo constante. Pese a que los me´todos de Newmark y
expl´ıcito tienen el mismo periodo y amplitud, se puede apreciar una leve disminucio´n del periodo
para el me´todo de Euler hacia atra´s. Esta disminucio´n de periodo esta asociada al amortiguamiento
nume´rico del me´todo.
Es importante destacar en este caso las condiciones de carga y descarga del modelo de dan˜o, ya
que el modelo implementado considera que hay dan˜o siempre que se produzca un movimiento en los
nodos del elemento. Pero la evolucio´n del dan˜o se debe parar cuando este movimiento disminuye,
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Figura 4.21: Evolucio´n de la deformacio´n xx respecto del tiempo en el caso de dan˜o iso´tropo 3
es decir, dado el dan˜o en un paso de tiempo, no es posible que el posterior sea menor ni que el
anterior sea mayor.
dn+1 ≥ dn ⇒ dn+1 = dn+1
dn+1 < dn ⇒ dn+1 = dn (4.1)
El mismo criterio se utiliza para las distintas iteraciones en un paso de tiempo dado en los
me´todos impl´ıcitos.
dkn+1 ≥ dn ⇒ dk = dk
dkn+1 < dn ⇒ dkn+1 = dn (4.2)
Para ver el comportamiento de la variable de dan˜o en una evolucio´n oscilatoria de los desplaza-
mientos se muestra la siguiente imagen.
Figura 4.22: Evolucio´n de la variable de dan˜o d respecto del tiempo en el caso de dan˜o iso´tropo 3
En la figura 4.22 se ve como la variable de dan˜o se incrementa hasta que la deformacio´n llega
a su ma´ximo. A partir de este punto se mantiene constante.
Cuando el dan˜o no evoluciona, es decir, ya se ha llegado a un desplazamiento ma´ximo (respecto
al estado de equilibrio inicial) que no se supera, el comportamiento del material es ela´stico lineal
pero con las propiedades cambiadas (el tensor constitutivo se ve modificado por la variable de
dan˜o). En este caso no tiene sentido utilizar la matriz de rigidez tangente encontrada para este
modelo de dan˜o. As´ı, cuando se cumpla la condicio´n de no evolucio´n de dan˜o se utilizara´ la matriz
de rigidez derivada de la energ´ıa del material.
dn+1 ≥ dn , dkn+1 ≥ dn ⇒ Kt = K + K¯
dn+1 < dn , d
k
n+1 < dn ⇒ K¯ = 0 (4.3)
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Caso 4 (∆t = 140∆tcrit, F0 = FextFinal)
Una vez visto el comportamiento de los distintos me´todos para un incremento de tiempo sufi-
cientemente grande, en el caso 4 se pretende ver en que punto el me´todo expl´ıcito empieza a tener
inestabilidades.
Este incremento de tiempo es ∆t = 140∆tcrit. De la misma forma que se ha argumentado en
el caso anterior, la fuerza aplicada es suficientemente pequen˜a para que el material no alcance el
estado de rotura total, por lo que se mantendra´ la misma fuerza externa que en los casos anteriores.
Con este incremento de tiempo tan grande el me´todo expl´ıcito se vuelve inestable despue´s de
177 pasos de tiempo. Si representamos la evolucio´n de la deformacio´n para este caso de carga,
observamos que hay un instante de tiempo a partir del cual las oscilaciones del me´todo expl´ıcito
cambian ligeramente de amplitud y periodo.
Figura 4.23: Evolucio´n de la deformacio´n xx respecto del tiempo en el caso de dan˜o iso´tropo 4
En este caso, como es el instante en que aparecen las primeras inestabilidades para el me´todo
expl´ıcito, no se aprecian diferencias demasiado significativas respecto a los casos anteriores.
Donde s´ı observamos claramente una inestabilidad, es en la evolucio´n de la variable de dan˜o.
En la Figura 4.24 se advierte que en el incremento de tiempo donde se produce la inestabilidad
hay un salto considerable del valor de la variable de dan˜o.
Figura 4.24: Evolucio´n de la variable de dan˜o d respecto del tiempo en el caso de dan˜o iso´tropo 4
En este caso aparece el problema de la no convergencia de la ecuacio´n de equilibrio para los
me´todos impl´ıcitos. Hay ciertas iteraciones en las que la ecuacio´n de equilibrio no se cumple porque
no se puede llegar a la convergencia. En estas iteraciones se tiene resultado porque se limita el
nu´mero ma´ximo de iteraciones para cada paso de tiempo, en este caso 20.
Para observar mejor los resultados una vez se alcanzan inestabilidades en el me´todo expl´ıcito,
aumentamos el valor de los incrementos de tiempo.
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Figura 4.25: Nu´mero de iteraciones en cada paso de tiempo respecto del tiempo en el caso de dan˜o
iso´tropo 4
Caso 5 (∆t = 180∆tcrit, F0 = FextFinal)
Para este caso se considera la misma fuerza aplicada, pero los incrementos de tiempo toman
un valor de ∆t = 180∆tcrit.
Dadas estas variables, podemos observar la evolucio´n de la deformacio´n respecto del tiempo en
la siguiente figura (Figura 4.26).
Figura 4.26: Evolucio´n de la deformacio´n xx respeto del tiempo en el caso de dan˜o iso´tropo 5
Se observa como hay dos puntos a partir de los cuales el periodo y amplitud de la evolucio´n de
la deformacio´n para el me´todo explicito var´ıan. Este hecho es debido a que aparece una variacio´n
brusca de la variable de dan˜o causada por las inestabilidades del problema.
Para observar estas alteraciones de la variable de dan˜o se presenta su evolucio´n en la siguiente
figura, donde se aprecia claramente el instante en que se producen.
Figura 4.27: Evolucio´n de la variable de dan˜o d respeto del tiempo en el caso de dan˜o iso´tropo 5
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Al no tener una amplitud de deformacio´n constante, la variable de dan˜o tampoco lo sera´. Este
hecho provocara´ que el tensor constitutivo del material tambie´n var´ıe una vez superado el pico
de la primera oscilacio´n. Cuando el tensor constitutivo del material es variable, la amplitud y el
periodo de la deformacio´n tambie´n lo sera´n. Este proceso inestable se ira´ repitiendo hasta que la
deformacio´n en el elemento sea tan grande que cause la rotura del material.
3.2.2. Fuerza constante para todos los casos de carga
Para poder comparar la evolucio´n de la deformacio´n para distintos incrementos de tiempo,
es necesario que la fuerza aplicada sea la misma y durante el mismo tiempo. As´ı, el elemento
esta´ sometido a la misma carga y podemos comparar los distintos resultados.
Seguidamente continuaremos el test de impacto, pero con una carga aplicada durante un tiempo
constante para todos los casos. La carga aplicada en este segundo test sera´ la menor utilizada en los
casos anteriores, pues se quiere evaluar la evolucio´n del comportamiento del material con dan˜o, pero
sin rotura total.Como en todos los casos anteriores, no se ha tenido que reducir la carga externa
por efecto del aumento del incremento, la carga en este apartado sera´ la misma (F0 = FextFinal).
De esta forma se partira´ de un esquema de carga como el que se muestra a continuacio´n.
Figura 4.28: Fuerza externa aplicada al elemento en funcio´n del tiempo en el caso de impacto con
fuerza constante
Donde ∆ti son los incrementos de tiempo para cada caso y ∆tF es el tiempo durante el cual
la fuerza esta´ actuando sobre el elemento. En este caso, se toma ∆tF igual al incremento ma´ximo
considerado en el apartado anterior.
∆tF = 180∆tcrit
En este test, los resultados para cada caso de carga deber´ıan ser los mismos. Es decir, variando
el incremento de tiempo utilizado para la resolucio´n del problema y manteniendo constante el
tiempo durante el cual la fuerza externa esta´ actuando, la evolucio´n de la deformacio´n deber´ıa
seguir la misma ley.
En este apartado, pues, los incrementos utilizados deben ser divisores del tiempo de aplicacio´n
de la carga. Es decir, si el incremento no fuera un divisor del tiempo total de aplicacio´n de la fuerza,
el impulso total aplicado sobre el elemento no ser´ıa el mismo, dando resultados distintos. As´ı pues,
los incrementos de tiempo elegidos son: ∆tcrit, 10∆tcrit, 20∆tcrit, 30∆tcrit, 60∆tcrit, 90∆tcrit y
180∆tcrit, tomando ∆tcrit como un valor constante.
∆tcrit = 9, 901 · 10−6 seg
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El nu´mero de iteraciones dependera´ del incremento de tiempo utilizado. Dado que se quiere
comparar los resultados entre los distintos incrementos de tiempo, el tiempo total debe ser el mismo.
Tomaremos como tiempo total el que nos permita ver una parte suficientemente significativa de
la evolucio´n de la deformacio´n. As´ı, si nos fijamos en el u´ltimo caso del apartado anterior, para
un tiempo de 1 segundo la evolucio´n descrita es suficiente. De esta forma, el nu´mero ma´ximo de
iteraciones para cada caso sera´:
nincri =
1
∆ti
Los resultados obtenidos en este test se muestran teniendo en cuenta el me´todo de resolucio´n
utilizado. De esta forma podemos comparar el funcionamiento de cada me´todo en funcio´n del paso
de tiempo utilizado.
Me´todo de Euler hacia atra´s
Para el me´todo de Euler, la evolucio´n de la deformacio´n segu´n el incremento de tiempo es la
que se puede ver en el gra´fico siguiente.
Figura 4.29: Evolucio´n de la deformacio´n xx respeto del tiempo para el me´todo de Euler hacia
atra´s
En la figura anterior podemos ver como a medida que el incremento de tiempo aumenta, hay
una mayor amortiguacio´n del resultado. Debemos recordar que esta amortiguacio´n viene dada por
problemas internos del propio me´todo, puesto que el problema matema´tico a resolver no incorpora
ninguna variable de amortiguamiento f´ısico.
Este comportamiento hace que la evolucio´n del dan˜o tambie´n sea distinta segu´n el incremento de
tiempo que escojamos. De esta forma, tal i como se muestra a la siguiente figura, como la amplitud
de deformacio´n para la primera oscilacio´n va disminuyendo por el efecto de la amortiguacio´n, la
variable de dan˜o tambie´n ira´ disminuyendo en su valor ma´ximo.
Viendo estos resultados, podemos sacar la conclusio´n de que el me´todo de Euler hacia atra´s no
da unos resultados aceptables para incrementos de tiempo grandes, pues la amortiguacio´n impl´ıcita
en el me´todo hace que los resultados no sean los realmente esperados.
Me´todo de Newmark
Tal como se ha procedido con el me´todo de Euler hacia atra´s, a continuacio´n se presenta la
evolucio´n de la deformacio´n en funcio´n del tiempo para distintos incrementos de tiempo utilizando
el me´todo de Newmark.
Si nos fijamos en la figura 4.31, podemos ver que solamente se distingue una trayectoria de la
evolucio´n de la deformacio´n con el tiempo.
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Figura 4.30: Evolucio´n de la variable de dan˜o d respecto del tiempo para el me´todo de Euler hacia
atra´s
Figura 4.31: Evolucio´n de la deformacio´n xx respecto del tiempo para el me´todo de Newmark
Todos los incrementos de tiempo analizados ∆tcrit, 10∆tcrit, 20∆tcrit, 30∆tcrit, 60∆tcrit,
90∆tcrit y 180∆tcrit siguen una u´nica trayectoria (color ocre).
Es importante destacar que, para este me´todo, todos los incrementos dan el mismo resultado.
Tal como vamos viendo hasta el momento, el me´todo de Newmark no presenta ningu´n compor-
tamiento de amortiguamiento, de inestabilidad o de alteracio´n de la solucio´n.
Para comprobar la uniformidad de la solucio´n en todos los incrementos de tiempo, se muestra
la evolucio´n de la variable de dan˜o.
Figura 4.32: Evolucio´n de la variable de dan˜o d respecto del tiempo para el me´todo de Newmark
As´ı, podemos afirmar que el me´todo de Newmark presenta un buen comportamiento frente a
incrementos de tiempo grandes, ya sean superiores o muy superiores al cr´ıtico.
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Me´todo Expl´ıcito
Para este me´todo, los resultados obtenidos para la evolucio´n de la deformacio´n con el tiempo
son los que se muestran en la Figura 4.33.
Figura 4.33: Evolucio´n de la deformacio´n xx respecto del tiempo para el me´todo expl´ıcito
En el grafico anterior se distinguen dos trayectorias distintas. En primer lugar tenemos una
trayectoria para el incremento de tiempo ∆t = ∆tcrit , 10∆tcrit, 20∆tcrit, 30∆tcrit, 60∆tcrit y
90∆tcrit (azul). A parte de esta, el incremento de tiempo 180∆tcrit, sigue otra trayectoria distinta
a la anterior (ocre).
La trayectoria azul es la esperada y la que sigue el me´todo de Newmark, por lo que consideramos
que para un incremento de tiempo inferior a 140 veces el cr´ıtico, el me´todo expl´ıcito se comporta
correctamente.
Cuando el incremento de tiempo llega a 140 veces el cr´ıtico, aparecen inestabilidades en el
me´todo expl´ıcito y la evolucio´n de la deformacio´n y de la variable de dan˜o son completamente
distintas a las obtenidas con pasos de tiempo menores.
Para ver esta inestabilidad, mostramos la evolucio´n de la variable de dan˜o (Figura 4.34), donde
se aprecia claramente el instante en el cual empieza a aumentar la deformacio´n sin que haya una
fuerza externa aplicada.
Figura 4.34: Evolucio´n de la variable de dan˜o d respecto del tiempo para el me´todo expl´ıcito
Para este me´todo podemos concluir, que, tal y como se predec´ıa, para incrementos de tiempo
grandes los resultados no son fiables,ya que cuando aumentamos el tiempo de cada paso podemos
incurrir en una inestabilidad propia de los me´todos expl´ıcitos.
3.2.3. Ana´lisis de convergencia
Tal como se ha hecho para el caso de una fuerza incremental, se realiza el ana´lisis de convergencia
a la solucio´n de los dos me´todos impl´ıcitos para el test de impacto.
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Para el caso de carga incremental los resultados obtenidos no eran suficientemente significativos
porque la solucio´n converg´ıa en dos iteraciones para todos los pasos de tiempo. En el test de
impacto, pero, son necesarias ma´s iteraciones porque la variacio´n de los desplazamientos y, por lo
tanto, de la deformacio´n es ma´s pronunciada.
Procediendo de la misma forma que en el ana´lisis de convergencia anterior, nos fijaremos en el
valor de la norma del vector G para cinco instantes de tiempo, fijando el paso de tiempo. De esta
forma nos aseguramos que los pasos de tiempo que estamos analizando son equivalentes para los
dos me´todos tratados.
Dado que para el me´todo de Euler hacia atra´s los resultados ma´s fiables son los que se obtienen
con un incremento de tiempo pequen˜o, el incremento de tiempo utilizado para obtener la evolucio´n
del vector G sera´ el definido como cr´ıtico ∆tcrit. La fuerza aplicada para este ana´lisis sera´ la misma
que se ha utilizado en el test de impacto con fuerza constante para todos los incrementos de tiempo.
Por otro lado, si nos fijamos en los resultados obtenidos en el apartado anterior, la variable de
dan˜o no alcanza el valor de 0, 1. Teniendo en cuenta este dato y que la norma de G en la primera
iteracio´n aumenta cuando no hay evolucio´n de dan˜o y la deformacio´n oscila, se fijara´n los pasos de
tiempo en t = 0, 1, t = 0, 25, t = 0, 5, t = 0, 75 y t = 1, 0 segundos.
Los valores obtenidos para los distintos me´todos, son los que se muestran en la siguiente tabla.
Me´todo de Euler hacia atra´s Me´todo de Newmark
t (s) ||G|| ||G||
Iteracio´n 1 Iteracio´n 2 IIteracio´n 3 Iteracio´n 1 Iteracio´n 2 IIteracio´n 3
0,10 222,813 0,112 7,28E-12 901,816 0,114 2,91E-11
0,25 256,747 0,086 1,78E-11 1057,345 0,090 2,91E-11
0,50 83,0171 0,155 1,03E-11 334,7675 0,176 4,12E-11
0,75 348,507 0,019 5,14E-12 1494,674 0,022 2,06E-11
1,00 366,757 0,007 5,14E-12 1601,864 0,008 2,91E-11
Cuadro 4.2: Ana´lisis de convergencia para el test de impacto en el caso de dan˜o iso´tropo
Expresando los resultados mostrados en la tabla anterior en escala logar´ıtmica de base 10 y
representa´ndolos en un gra´fico, obtenemos las figuras que se muestran a continuacio´n.
Figura 4.35: Evolucio´n de la norma de G para los pasos de tiempo determinados en el me´todo de
Euler hacia atra´s y Newmark, respectivamente
En ambas ima´genes presentadas en la figura anterior podemos ver un comportamiento cuadra´tico
en la convergencia a la solucio´n. Esta tendencia no se pod´ıa apreciar en el ana´lisis con carga in-
cremental porque solo ten´ıamos 2 iteraciones para cada paso de tiempo. En el caso que nos ocupa,
el hecho de que la evolucio´n de la deformacio´n no sea tan mono´tona hace que tengamos ma´s
iteraciones y que quede ma´s claro la relacio´n cuadra´tica de la convergencia.
Este resultado es el esperado, ya que en cada paso de tiempo estamos resolviendo el problema
con el me´todo de Newton-Rapson, el cual debe tener una convergencia cuadra´tica.
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3.2.4. Conclusiones del test de impacto para el modelo de dan˜o iso´tropo
Una vez analizados todos los casos mediante todos los me´todos, se pueden sacar algunas con-
clusiones muy claras.
En primer lugar podemos decir que todos los me´todos dan la misma solucio´n para incrementos
de tiempo muy pequen˜os.
Figura 4.36: Evolucio´n de la deformacio´n xx respecto del tiempo para un incremento de tiempo
igual al cr´ıtico
En efecto, si nos fijamos en la figura (Figura 4.36), podemos ver que para un incremento de
tiempo igual al definido como cr´ıtico, las evoluciones de la deformacio´n siguen la misma trayectoria
para los tres me´todos.
A medida que vamos aumentando el incremento de tiempo de los me´todos, los resultados ya
no son los mismos. El me´todo de Euler hacia atra´s tiene un cierto amortiguamiento que hace
que la solucio´n encontrada mediante este me´todo no sea fiable. Entonces, podemos decir que para
incrementos de tiempo ligeramente superiores al definido como cr´ıtico, solo son fiables el me´todo
expl´ıcito Europlexus y el me´todo impl´ıcito de Newmark.
Esta afirmacio´n es cierta hasta que el me´todo expl´ıcito empieza a tener inestabilidades. Ello
ocurre cuando el incremento de tiempo se encuentra alrededor de 180 veces al definido como cr´ıtico.
A partir de este punto el me´todo expl´ıcito deja de ser va´lido y solo nos podemos fiar de la solucio´n
del me´todo impl´ıcito de Newmark.
Como se puede comprobar, se cumplen parcialmente las predicciones hechas en el inicio del
test de impacto, donde se dec´ıa que los me´todos impl´ıcitos, a diferencia de los expl´ıcitos, deber´ıan
mostrar el mismo comportamiento con incrementos de tiempo tanto pequen˜os como grandes.
Vistos los resultados y extra´ıdas las conclusiones solo falta an˜adir que, en los ana´lisis de los
apartados que siguen, solo se tendra´n en cuenta los me´todos expl´ıcito y impl´ıcito de Newmark. Se
descarta la verificacio´n de resultados por el me´todo de Euler hacia atra´s porque´ tiene problemas
de amortiguamiento de la solucio´n para incrementos de tiempo grandes. Tambie´n se descarta la
verificacio´n por el me´todo de Crank-Nicolson, que ya no hemos utilizado debido a que da los mismos
valores que el me´todo de Newmark.
3.3. Conservacio´n de la energ´ıa
Una vez justificada la conservacio´n de la energ´ıa en el algoritmo planteado para el me´todo
de resolucio´n, se deben verificar los resultados. Para hacerlo se plantea el test de impacto con el
incremento de tiempo que nos permita ver ma´s diferencias entre los distintos me´todos. Por ello,
se analizaran los resultados correspondientes al u´ltimo caso del test de impacto planteado en el
apartado anterior (∆t = 180∆tcrit).
De este modo, podemos mostrar la estabilidad incondicional del me´todo de Newmark y la
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inestabilidad de los me´todos expl´ıcito y impl´ıcito de Euler hacia atra´s. Para ello, a continuacio´n se
muestra la evolucio´n de la energ´ıa, la evolucio´n de la variable de dan˜o y la evolucio´n de la fuerza
externa aplicada al elemento para cada uno de los me´todos.
El intervalo de tiempo analizado es de 0 a 0, 1 segundos ya que a partir de t = 0, 1 la evolucio´n
tanto de la energ´ıa como de la variable de dan˜o y la fuerza, no tiene variaciones.
Me´todo de Newmark
Para este me´todo, se espera que la energ´ıa sufra variaciones mientras hay evolucio´n del dan˜o y
que cuando este se mantenga constante tambie´n lo haga la energ´ıa. Para comprobarlo se muestra
la siguiente figura (Figura 4.37) donde se puede ver la evolucio´n de la energ´ıa, la variable de dan˜o
y la fuerza externa aplicada.
Figura 4.37: Evolucio´n de la energ´ıa, variable de dan˜o y fuerza aplicada para el me´todo de Newmark
Como podemos ver en la Figura 4.37, la evolucio´n de la energ´ıa sigue el comportamiento
esperado. Comprobamos que hay una primera fase donde la energ´ıa aumenta de forma pronunciada.
Esta fase coincide con el tiempo de aplicacio´n de la carga externa. En esta misma fase tambie´n
hay variacio´n de dan˜o pero el trabajo disipado por las fuerzas de disipacio´n es mucho menor que el
trabajo aportado por las fuerzas externas. Entonces podemos decir que para t ≤ 180∆tcrit (tiempo
de aplicacio´n de la carga externa):
dW
dt
= −| ˙Wdis|+ ˙Wext
Con | ˙Wdis| < ˙Wext.
A partir del instante en el que dejamos de aplicar la fuerza vemos que la energ´ıa va disminuyendo
progresivamente. En este tramo no tenemos fuerzas exteriores, pero si que tenemos una evolucio´n
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del dan˜o. Entonces para 180∆tcrit < t ≤ 20·180∆tcrit (tiempo a partir del cual el dan˜o se mantiene
constante):
dW
dt
= −| ˙Wdis|
Con | ˙Wdis| > 0.
Una vez alcanzado el ma´ximo dan˜o la energ´ıa se mantiene constante porque no hay ni fuerzas
externas ni fuerzas de disipacio´n actuando sobre el elemento. Entonces para t > 20 · 180∆tcrit:
dW
dt
= 0
Me´todo de Euler hacia atra´s
A continuacio´n se muestran los resultados de las mismas variables para el caso del me´todo de
Euler hacia atra´s. Vistos los resultados obtenidos en el test de impacto, para este me´todo se espera
un comportamiento similar al del me´todo de Newmark, pero con una disminucio´n de la energ´ıa a
partir del punto donde el dan˜o es constante.
Figura 4.38: Evolucio´n de la energ´ıa, variable de dan˜o y fuerza aplicada para el me´todo de Euler
hacia atra´s
En efecto, la figura anterior muestra una ligera disminucio´n de la energ´ıa a partir del punto
donde el dan˜o se mantiene constante. Esta disminucio´n progresiva de la energ´ıa para este caso
explica el amortiguamiento progresivo de la evolucio´n de la deformacio´n en el test de impacto
presentado anteriormente.
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Por lo que se refiere a la parte inicial de la evolucio´n de la energ´ıa, en este caso se sigue el
mismo razonamiento comentado para el caso del me´todo de Newmark.
Hay que tener en cuenta que estos resultados son referentes al caso ma´s cr´ıtico. Entonces, para
un incremento de tiempo menor, la pendiente de la energ´ıa despue´s del instante en el que se alcanza
el dan˜o ma´ximo tambie´n sera´ menor.
Me´todo expl´ıcito
Para el caso del me´todo expl´ıcito, se espera que la energ´ıa aumente de forma repentina en el
momento de la aparicio´n de la inestabilidad. Para comprobarlo, se muestran los resultados de las
variables analizadas (Figura 4.39).
Figura 4.39: Evolucio´n de la energ´ıa, variable de dan˜o y fuerza aplicada para el me´todo expl´ıcito
Tal como se predec´ıa y teniendo en cuenta los resultados obtenidos con el test de impacto, para
el incremento de tiempo con el que trabajamos en este apartado, el me´todo expl´ıcito presenta una
alteracio´n brusca de la energ´ıa en el momento que aparece la inestabilidad.
A partir de este punto, el me´todo es inestable y los resultados no son reales. La energ´ıa, una vez
superada la inestabilidad, sigue una trayectoria oscilatoria. Estas oscilaciones vienen dadas por el
feno´meno ya descrito en el test de impacto. Cuando aparece la inestabilidad, el tensor constitutivo
del material se ve modificado por el aumento del dan˜o. Entonces, cuando el tensor constitutivo del
material es variable, la amplitud y el periodo de la evolucio´n de la deformacio´n tambie´n lo sera´n.
Si var´ıa la deformacio´n, tambie´n lo hace la energ´ıa y este proceso inestable se ira´ repitiendo hasta
que la deformacio´n en el elemento sea tan grande que cause la rotura del material.
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4. Caso de dan˜o no local iso´tropo
Una vez implementado y analizado el modelo de dan˜o iso´tropo para un elemento, el siguiente
paso es analizar el comportamiento del mismo para un conjunto de elementos trabajando con-
juntamente. La implementacio´n del modelo de dan˜o para el caso de ma´s de un elemento permite
obtener resultados para situaciones reales. As´ı pues, podr´ıamos comparar los resultados obtenidos
mediante la simulacio´n con los resultados de un test real.
No obstante, como el presente documento se cin˜e al ana´lisis y implementacio´n del modelo de
dan˜o, nos centraremos en la parte nume´rica y computacional del problema, dejando aparte la
comparacio´n y/o simulacio´n de estructuras reales.
Es importante destacar que para el ana´lisis de la rutina en el caso multielemental, se transforma
el problema al caso 2D para poder estudiar mejor el comportamiento. Al trabajar con Matlab, la
visualizacio´n de resultados es ma´s fa´cil y ma´s comprensible para el caso 2D que para el ana´lisis
3D.
4.1. Ca´lculo del dan˜o en los nodos
Con el fin de visualizar los resultados obtenidos de la variable de dan˜o, se deben trasladar los
valores obtenidos en los puntos de Gauss, a los nodos de la malla. Para ello se extrapolan a los
nodos los resultados que tenemos en los puntos de Gauss. De esta forma se obtiene directamente
una solucio´n alisada en toda la malla.
Sea d3 la variable de dan˜o obtenida en los puntos de Gauss y dn la variable de dan˜o alisada
en toda la malla. Los valores de dn dentro de cada elemento se pueden expresar en funcio´n de las
variables de dan˜o elementales d
(e)
i en los puntos de Gauss.
dn =
ngaus∑
i=1
Nid
(e)
i (4.4)
El error entre la solucio´n alisada y la original en cada punto es
e = dn − d =
ngaus∑
i=1
Nid
(e)
i − d (4.5)
El problema puede transformarse en un problema de mı´nimos cuadrados, de forma que los
valores alisados minimicen el error medio expresado con el funcional siguiente.
F =
∫
Ω
e2dΩ =
∫
Ω
(dn − d)2dΩ (4.6)
Es decir,
∂F
∂d
(e)
i
= 0⇒Mdn = r (4.7)
Con
M
(e)
ij =
∫
Ω(e)
NTi NjdΩ (4.8)
3d es un vector con las variables escalares d correspondientes a todos los puntos de Gauss.
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r
(e)
i =
∫
Ω(e)
NTi didΩ (4.9)
4.2. Mallas utilizadas
Para comprobar que el dan˜o no depende de la malla utilizada, se realiza el ana´lisis con diferentes
mallas, analizando el resultado de la variable de dan˜o sobre cada malla.
Se analizara´ el problema utilizando 4 mallas distintas. Una con 2 elementos del mismo taman˜o
cada uno, otra con 3 elementos del mismo taman˜o, otra con 4 y otra con 6 elementos tambie´n del
mismo taman˜o.
Figura 4.40: Mallas de 2, 3, 4 y 6 elementos respectivamente
Tambie´n se analizara´ cada malla variando la distancia de interaccio´n entre elementos siendo
los casos analizados los que tienen una longitud de referencia:
- le = 0
- le = 0, 2 · Lx = 0, 8m
- le = 0, 5 · Lx = 2m
4.3. Ana´lisis de los resultados
Definidas las mallas a utilizar y las distancias relativas de influencia que se consideran, se
plantea la resolucio´n del problema con la geometr´ıa detallada en el primer punto del apartado.
Para el caso multielemental nos vamos a fijar en la distribucio´n de la variable de dan˜o a lo
largo de la geometr´ıa, pues los resultados que interesan en este ana´lisis son los referentes a la
implementacio´n y validacio´n del modelo de dan˜o no local. El caso de un u´nico elemento nos ha
servido para validar el comportamiento de los distintos me´todos de resolucio´n planteados. As´ı,
para el caso de ma´s de un elemento se considera que los resultados del caso elemental se conservan,
permitie´ndonos que el estudio se centre en la aplicacio´n y validacio´n del modelo no-local propuesto.
Estos tres casos sera´n los descritos anteriormente.
- Caso 1: le = 0
- Caso 2: le = 0,8m
- Caso 3: le = 2m
Para cada caso se va a evaluar la distribucio´n de la variable de dan˜o a lo largo del eje horizontal
(x) de la placa con las distintas mallas planteadas.
Como nos interesa ver la evolucio´n del dan˜o, la fuerza aplicada debe ser suficientemente grande
como para producir la rotura en alguna de las partes de la geometr´ıa. De esta forma, la fuerza
aplicada sera´ incremental y con un valor ma´ximo de:
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Fext = 100Fext0
Por otro lado, tenemos que asegurar que el tiempo total sea el suficiente para poder apreciar
una evolucio´n clara del dan˜o. As´ı, como el caso multielemental se implementa con el me´todo de
resolucio´n impl´ıcito de Newmark, que carece de inestabilidades; podemos realizar el ana´lisis con
50 pasos de tiempo y con un incremento de tiempo en cada paso 100 veces mayor al definido como
cr´ıtico en el caso elemental.
∆t = 100∆tcrit = 9, 901 · 10−4s
Sin ma´s prea´mbulos, a continuacio´n se describen los resultados obtenidos para los distintos
casos analizados.
Caso 1 (le = 0)
En este caso se espera ver una dependencia clara de la solucio´n respecto de la malla utilizada.
Esto se debe a que con una distancia de influencia nula, estamos resolviendo el problema como
si el modelo fuera local. De esta forma el dan˜o no aparece en el elemento hasta que el elemento
adyacente ha alcanzado la rotura total.
En la figura siguiente se puede apreciar los resultados de la variable de dan˜o en funcio´n de la
coordenada x de la placa. Hay que recordar que los resultados no variara´n en la direccio´n y ya que
las fuerzas aplicadas se aplican por igual en ambos nodos extremos y en direccio´n x.
Como se ve en la figura anterior, hay una dependencia clara de la solucio´n respecto del nu´mero
de elementos considerados. En el caso de 2 elementos vemos que para el tiempo igual a 10∆t el
dan˜o no alcanza el valor de 1 en el extremo donde se aplica la carga y sigue una distribucio´n con
una pendiente poco pronunciada. Esta pendiente va aumentando a medida que aumentamos el
nu´mero de elementos considerados.
Este comportamiento es el esperado para el caso de dan˜o local, pues la pendiente es ma´s
pronunciada cuantos ma´s elementos tengamos porque el dan˜o se transmite ma´s lentamente.
Para ver ma´s claramente la dependencia de la malla se presenta en la siguiente figura (Figura
4,42) una serie de ima´genes con la variable de dan˜o representada en distintos instantes de tiempo
y nu´mero de elementos. En la columna de la izquierda se aprecian los resultados para las mallas
de 2, 3, 4 y 6 elementos, respectivamente, y tiempo igual a 10∆t. En la columna de la derecha se
muestran los resultados de la variable de dan˜o para las mismas mallas, pero en el tiempo igual a
20∆t.
Vemos en la Figura 4,42 que para 2 elementos y tiempo igual a 10∆t, el dan˜o alcanza un
ma´ximo de 0,7; mientras que para el resto de mallas, se alcanza el valor ma´ximo de 1 en el extremo
derecho. Esto ocurre porque el taman˜o de elemento es ma´s grande para la malla de 2 elementos.
Por el contrario, en el tiempo igual a 20∆t, en la malla de 2 elementos se alcanza el valor
ma´ximo de 1 en toda la geometr´ıa; mientras que para el resto de mallas no se llega a la rotura
total. Esto es debido a que al tener solamente 2 elementos el dan˜o se transmite ma´s ra´pidamente
que en las otras mallas, aunque para llegar al valor ma´ximo tarde ma´s por ser el elemento de mayor
taman˜o.
Caso 2 (le = 0, 8m)
Para este caso el radio de influencia considerado es de 0, 2 ·Lx. Para esta distancia de influencia
se espera que las mallas de ma´s elementos se vean ma´s afectadas que las mallas de pocos elemen-
tos, pues con ma´s elementos, las distancias entre los distintos puntos de Gauss se reducen. Con
distancias entre puntos de Gauss ma´s pequen˜as tenemos interaccio´n del dan˜o entre los distintos
puntos, hecho que producira´ un aumento del valor de la variable de dan˜o y de su velocidad de
propagacio´n.
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Figura 4.41: Distribucio´n de la variable de dan˜o d para le = 0 (caso1)
Para comprobarlo, se muestra en la figura siguiente la distribucio´n de la variable de dan˜o a lo
largo de la geometr´ıa en distintos tiempos y para las mallas consideradas.
Tal como se hab´ıa previsto, podemos ver que para la malla de 2 elementos los resultados son
similares a los obtenidos en el caso anterior. En cambio, para las mallas de 3, 4 y 6 elementos
vemos que la pendiente de la recta de distribucio´n del dan˜o se vuelve ma´s pronunciada y tiende a
tener el mismo valor para todas ellas.
De todas formas, las distintas distribuciones en los tiempos dados siguen estando ma´s separadas
entre ellas cuanto ma´s grande es el taman˜o del elemento. Esto indica que, aun habiendo equiparado
las pendientes de la distribucio´n, sigue habiendo una dependencia de la malla.
Igual que en el caso anterior, a continuacio´n se muestran las ima´genes con la distribucio´n de la
variable de dan˜o en dos instantes de tiempo y para las distintas mallas propuestas (Figura 4.44).
Como se puede ver, las distribuciones en las mallas de 2 elementos son muy similares a las del
caso anterior. Por otro lado, vemos que para las otras mallas, las distribuciones se parecen ma´s
entre ellas.
Para el tiempo igual a 10∆t, al ser pequen˜o, las distribuciones son semejantes porque la pen-
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Figura 4.42: Distribucio´n de la variable de dan˜o d en las distintas mallas para los tiempos 10∆t y
20∆t con le = 0 (caso1)
diente de la distribucio´n se equipara entre mallas. Para el tiempo igual a 20∆t, vemos que para
las mallas de 2 y 3 elementos, a diferencia de las de 4 y 6, el dan˜o alcanza el ma´ximo en toda la
geometr´ıa. Este comportamiento, igual que en el caso anterior, es debido a que en las mallas con
ma´s elementos el dan˜o que se transmite evoluciona ma´s lentamente.
Caso 3 (le = 2m)
En este caso se aumenta la distancia de influencia hasta 0, 5 · Lx. Con esta distancia todas las
mallas propuestas se ven afectadas, en cuanto al ca´lculo de la variable de dan˜o se refiere. As´ı, se
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Figura 4.43: Distribucio´n de la variable de dan˜o d para le = 0, 8m (caso2)
espera que la dependencia de la malla en el ca´lculo del dan˜o disminuya.
Tal como vamos haciendo en el ana´lisis de los casos multielementales, en primer lugar se muestra
la figura con las distribuciones de la variable de dan˜o en toda la longitud de la geometr´ıa para
distintos instantes de tiempo (Figura 4.45).
Para este caso, pero, al tener ma´s puntos influenciados, el dan˜o aumentara´ ma´s ra´pidamente.
Por ello, los instantes de tiempo en los que se muestran las distribuciones debera´n ser ma´s pequen˜os.
Si nos fijamos en el instante de tiempo igual a 10∆t, se puede ver como las pendientes de
la distribucio´n del dan˜o son ma´s similares entre las distintas mallas que en los casos anteriores.
Aunque para la malla de 2 elementos no sea del todo igual, para el resto de mallas consideradas,
tenemos una misma distribucio´n del dan˜o en la geometr´ıa.
Para instantes de tiempo mayores, vemos que las distribuciones entre las distintas mallas siguen
estando desplazadas. Es decir, para mallas con ma´s elementos, las distribuciones de la variable de
dan˜o para los distintos instantes de tiempo considerados esta´n ma´s juntas que para mallas con un
nu´mero inferior de elementos. Esto nos indica que sigue habiendo una cierta dependencia de la
malla en cuanto a velocidad de evolucio´n del dan˜o se refiere.
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Figura 4.44: Distribucio´n de la variable de dan˜o d en las distintas mallas para los tiempos 10∆t y
20∆t con le = 0, 8m (caso2)
En la siguiente figura se muestran las ima´genes de la distribucio´n de la variable de dan˜o para
las distintas mallas en los instantes de tiempo de 10∆t y 20∆t.
En la imagen anterior podemos ver que para el instante de tiempo igual a 10∆t, las distribu-
ciones para las distintas mallas son casi iguales. En cambio, para el instante de tiempo de 20∆t,
todas las mallas excepto la de 6 elementos han llegado a la rotura total. Como se ha mencionado
anteriormente, con una malla de ma´s elementos, la velocidad de evolucio´n del dan˜o disminuye, por
lo que se tarda ma´s en alcanzar el valor ma´ximo de la variable de dan˜o en toda la geometr´ıa.
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Figura 4.45: Distribucio´n de la variable de dan˜o d para le = 2m (caso3)
4.4. Conclusiones de los resultados del caso multielemental
Vistos los resultados para los distintos casos analizados con un modelo de dan˜o no local en un
dominio con ma´s de un elemento, podemos sacar algunas conclusiones claras.
En primer lugar podemos decir que el modelo no local propuesto reduce la dependencia de
la malla en los instantes iniciales de la evolucio´n del dan˜o. Este comportamiento queda claro
observando los resultados de los casos considerados en los instantes de tiempo inferiores o iguales
a 10∆t.
Pese a tener una reduccio´n de la dependencia de la malla en los instantes iniciales, cuando
aumenta el tiempo, la diferencia entre mallas se hace ma´s evidente, pues la evolucio´n del dan˜o se
ralentiza cuando tenemos un mayor nu´mero de elementos.
Este problema podr´ıa solventarse introduciendo el modelo de dan˜o propuesto en [17]. Este mod-
elo de dan˜o tiene en cuenta la derivada de la deformacio´n respecto del tiempo para la determinar
el dan˜o en una geometr´ıa con ma´s de un elemento.
Por otro lado, otra medida para resolver el problema podr´ıa ser introducir una ponderacio´n
en la suma de los dan˜os de los puntos que influyen en un punto determinado. As´ı, un punto ma´s
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Figura 4.46: Distribucio´n de la variable de dan˜o d en las distintas mallas para los tiempos 10∆t y
20∆t con le = 2m (caso3)
alejado influir´ıa en menor medida que un punto cercano. De esta forma, la evolucio´n del dan˜o se
equiparar´ıa para mallas con distinto nu´mero de elementos.
Otro hecho a remarcar es la convergencia a la solucio´n del me´todo impl´ıcito de Newmark en este
ana´lisis. Se ha visto que para el caso de dan˜o local iso´tropo la convergencia era cuadra´tica. En este
caso, en cambio, tiende a ser lineal. Esto se debe a que la matriz tangente no esta´ linearizada para
el caso de dan˜o no local, por lo que la convergencia tendera´ a la linealidad de forma proporcional
a la longitud de influencia le.
Cap´ıtulo 5
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1. Conclusiones
Una vez presentados todos los resultados para los distintos ana´lisis realizados con los me´todos
y modelos planteados, solo nos queda plantear las conclusiones generales que pueden extraerse del
trabajo realizado en esta tesina.
Dado que las conclusiones particulares referentes a los distintos resultados obtenidos ya se han
descrito en el apartado correspondiente, en este cap´ıtulo solo se describira´n las conclusiones de
cara´cter general.
En cuanto a los me´todos de resolucio´n planteados, podemos concluir que, como ya se sab´ıa en
el inicio, el me´todo expl´ıcito puede producir errores. Como se ha visto en los resultados referentes
a la conservacio´n de la energ´ıa, a partir de un cierto incremento de tiempo el me´todo se vuelve
cr´ıtico; dando resultados completamente erro´neos.
Tal como se ha comentado en la motivacio´n, la utilizacio´n de me´todos de resolucio´n expl´ıcitos
en programas de ca´lculo como Abaqus es muy corriente. Por ello, si queremos que no aparezcan
inestabilidades, se deben utilizar incrementos de tiempo muy pequen˜os. Teniendo en cuenta los
resultados obtenidos para el me´todo impl´ıcito de Newmark, este contratiempo puede solventarse.
Siguiendo en esta l´ınea, podemos afirmar que, teniendo en cuenta que el me´todo de Newmark
necesita entre 2 y 3 iteraciones para cada paso de tiempo en el caso de dan˜o iso´tropo, hay un ahorro
importante en el coste computacional. Con el me´todo impl´ıcito podemos aumentar el incremento
de tiempo de cada paso, disminuyendo as´ı el nu´mero total de pasos necesarios para describir un
intervalo de tiempo determinado. Aunque tengamos 2 o 3 iteraciones en cada paso, el aumento del
incremento de tiempo lo compensa. De esta forma, considerando que el coste final esta´ relacionado
con el nu´mero de veces que se resuelve el sistema de ecuaciones, con el me´todo impl´ıcito observamos
los mismos resultados con un coste menor.
Por otro lado, en cuanto a los modelos de dan˜o analizados, sabemos que el modelo local iso´tropo
no se ajusta a la realidad de los materiales compuestos, pero nos permite ver de forma clara el efecto
de la no linealidad del problema sobre los me´todos de resolucio´n. En cuanto al modelo de dan˜o no
local, vemos que se puede reducir la dependencia de la malla. Este hecho es muy relevante, ya que
por el momento, en Abaqus solo esta´ implementado el caso local. Al tener que resolver el problema
multielemental con un modelo de dan˜o local, tenemos una dependencia de la malla importante.
Esta dependencia se podr´ıa reducir considerablemente introduciendo un modelo de dan˜o no local
como el propuesto en esta tesina.
A pesar de que no se considera el test de impacto para el modelo de dan˜o no local, los resultados
obtenidos mediante el test incremental son igualmente relevantes en lo que se refiere a dependencia
de la malla.
2. Trabajos futuros
Para finalizar, se presentan algunos puntos que contienen los trabajos relacionados directamente
con lo realizado en esta tesina y que comportar´ıan una mejora y ampliacio´n del estudio y ana´lisis
del dan˜o en problemas de impacto.
Un punto a realizar es la implementacio´n del modelo de dan˜o aniso´tropo propuesto por J.L.
Curiel en los me´todos de resolucio´n impl´ıcitos. Para ello se debe encontrar la matriz de rigidez
tangente proveniente de la linearizacio´n del problema.
Otra mejora que puede complementar lo realizado en la presente tesina es la linearizacio´n
del modelo de dan˜o no local. Con la linearizacio´n de este modelo de dan˜o se aumentar´ıa el
grado de convergencia de los me´todos impl´ıcitos, reduciendo a la vez el coste computacional
que supone este modelo.
En cuanto al test de impacto realizado, se podr´ıa proponer un test de impacto ma´s rea-lista.
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Esto supondr´ıa la implementacio´n de los puntos mencionados anteriormente y adema´s, la
introduccio´n de una geometr´ıa y condiciones de contorno equivalentes a un test de impacto
real.
Relacionado con el punto anterior, ser´ıa muy u´til la implementacio´n del modelo de dan˜o no
local con el ana´lisis multielemental en 3D.
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